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Это может показаться парадоксальным,
но вся наука подчинена идее аппроксима-

ции.
Бертран Рас-

сел,
aнглийский математик и фило-

соф

ПРЕДИСЛОВИЕ

Теория приближения функций и теория квадратурных и ку-
батурных формул являются активно развивающимися областями
математики, имеющими многочисленные приложения практиче-
ски во всех областях физики, механики и техники.
Исследованиям по теории приближения и по квадратурным и

кубатурным формулам посвящено большое число статей и моно-
графий. От имеющихся монографий данная книга отличается тем,
что посвящена в основном построению наилучших способов при-
ближения множеств функций, определенных в ограниченной за-
мкнутой области Ω пространства Rl, l = 1, 2, . . . , конечного числа
измерений, модули производных которых неограниченно возраста-
ют при приближении к границе Γ области Ω ( классы функций
Qr,γ(Ω,M), Br,γ(Ω,M), определенные ниже). Помимо построения
наилучших способов приближения функций, принадлежащих мно-
жествам Qr,γ(Ω,M), Br,γ(Ω,M), в работе исследуются методы по-
строения оптимальных, асимптотически оптимальных, оптималь-
ных по порядку алгоритмов вычисления интегралов на этих клас-
сах функций.
Задача вычисления поперечников и ε-энтропии таких классов

функций была поставлена К. И. Бабенко [11] в связи с исследова-
ниями по построению оптимальных методов решения уравнений в
частных производных.
Позднее оказалось, что к этим классам функций принадлежат

решения слабосингулярных интегральных уравнений Фредгольма
и Вольтерра, решения сингулярных интегральных уравнений, а
также решения многочисленных задач механики, аэродинамики,
электродинамики и геофизики.
В книге построены пассивные и адаптивные методы прибли-

жения функций и вычисления интегралов на классах функций
Qr,γ(Ω,M),
Br,γ(Ω,M).
Построение пассивных алгоритмов основано на восходящей к

П. Л. Чебышеву минимаксной концепции оптимальности, гаран-
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тирующей получение наилучших результатов при наихудшей на
взятом классе исходной информации. Эта концепция положена в
основу построения оптимальных по точности пассивных алгорит-
мов аппроксимации функций с особенностями у границы области
и вычисления интегралов от функций с особенностями.
Построение адаптивных алгоритмов восстановления функций и

вычисления интегралов основано на концепции оптимальности, га-
рантирующей получение наилучшего результата для конкретной
функции из рассматриваемого класса.
Книга состоит из семи глав.
В первой главе дана постановка задачи, описаны классы функ-

ций, приведены необходимые сведения из теории приближений и
теории квадратурных и кубатурных формул, используемые в ра-
боте.
Вторая глава посвящена вычислению поперечников классов

функций, модули производных которых неограниченно возраста-
ют при приближении к границе области, в частности, классов
функций
Qr,γ,p(Ω,M), Br,γ(Ω,M).
В третьей главе вычислена ε-энтропия классов функций Qr,γ,p(Ω,M)

и Br,γ(Ω,M) и построены оптимальные по порядку по сложности
алгоритмы восстановления функций из этих множеств.
Четвертая глава посвящена проблеме представления функций

многих переменных суперпозициями функций меньшего числа пе-
ременных. В ней изложены исследования А. Г. Витушкина по су-
перпозиции функций, приведены классические результаты В. И.
Арнольда и
А. Н. Колмогорова по представлению функций многих перемен-
ных суперпозициями функций меньшего числа переменных, дано
решение проблемы А. Н. Колмогорова о невозможности предста-
вления аналитических функций многих переменных непрерывно
дифференцируемыми функциями меньшего числа переменных.
Пятая глава посвящена изложению адаптивных методов при-

ближения функций, принадлежащих классам функций Соболева и
Qr,γ,p(Ω,M).
В шестой главе построены асимптотически оптимальные и

оптимальные по порядку квадратурные формулы вычисления ин-
тегралов на классе функций Qr,γ(Ω,M), Ω = [−1, 1].
В седьмой главе построены оптимальные по порядку куба-

турные формулы вычисления интегралов на классах функций
Qr,γ(Ω,M) и Br,γ(Ω,M), Ω = [−1, 1]l, l = 2, 3, . . . .
Книга, в первую очередь, адресована специалистам в области

теории функций и вычислительной математики. Отдельные пара-
графы книги могут быть использованы в качестве учебного посо-
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бия по дисциплинам ”Квадратурные формулы” и ”Теория прибли-
жений” для студентов специальности ”Прикладная математика”.
Исследования автора по теории приближений и теории ква-

дратур были поддержаны Российским фондом фундаментальных
исследований (гранты 94-01-00653, 97-01-00621), Министерством
образования РФ (гранты по вычислительной математике 1994 −
1996 гг. и 1998 − 2000 гг.), Федеральным агентством по образова-
нию (2005 г., регистрационный номер 0120.0502705).
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Глава 1

ВВЕДЕНИЕ

1. Постановка задачи оптимизации

Постановка задачи построения наилучшей квадратурной фор-
мулы (к.ф.) принадлежит А. Н. Колмогорову и заключается в сле-
дующем. Пусть Ψ− некоторый класс интегрируемых на сегменте
[0,1] функций. Рассмотрим к.ф.

1∫
0

f(x)dx =
n∑
i=1

pif(xi) +Rn(f, pi, xi), (1.1)

где коэффициенты pi и узлы 0 ≤ x1 < . . . < xn ≤ 1 произвольны.
Погрешность к.ф. (1.1) на классе функций Ψ равна

Rn(Ψ, pi, xi) = sup
f∈Ψ
|Rn(f, pi, xi)|.

Введем величину ζn[Ψ] = infpi,xi Rn(Ψ, pi, xi). Если существуют
коэффициенты p∗i и узлы x∗i (i = 1, 2, . . . , n), при которых ζn(Ψ) =
= Rn(Ψ, pi, xi), то к.ф. (1.1) с весами p∗i и узлами x∗i называет-
ся наилучшей (или оптимальной) на классе Ψ. Н. С. Бахваловым
введены [13] понятия асимптотически оптимальных и оптималь-
ных по порядку пассивных алгоритмов решения задач численного
анализа. Другие подходы к определению оптимальных пассивных
алгоритмов предложены в книгах [79], [82], [89].
Следуя [13], к.ф. (1.1) с весами p∗i и узлами x∗i назовем асим-

птотически оптимальной или оптимальной по порядку на клас-
се Ψ, если Rn(Ψ, p∗i , x∗i ) ∼ ζn(Ψ) или Rn(Ψ, p∗i , x∗i ) ³ ζn(Ψ) (напо-
мним, αn ∼ βn означает, что limn→∞(αn/βn) = 1, а αn ³ βn− что
A ≤ (αn/βn) ≤ B, где A,B=const, 0 < A,B <∞.
При построении оптимальных методов восстановления функций

нам понадобятся определения поперечников Бабенко и Колмогоро-
ва.
Пусть B− банахово пространство, X ⊂ B− компакт , Π : X →

→ X̄− представление компакта X ⊂ B конечномерным простран-
ством X̄.
Определение 1.1 [82]. Пусть Ln− множество n-мерных линей-

ных подпространств пространства B. Выражение

dn(X,B) = inf
Ln
sup
x∈X
inf
u∈Ln ‖x− u‖,

где последний inf берется по всем подпространствам Ln размерно-
сти n, определяет n-поперечник Колмогорова.
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Определение 1.2 [82]. Пусть χ− множество всех n-мерных
линейных подпространств пространства B,Map(X,χ)− совокуп-
ность всех непрерывных отображений вида Π : X → X̄, где X̄ ∈ χ.
Выражение

d′n(X,B) = inf
(Ln,Π)

sup
x∈X
‖x− Π(x)‖,

где inf берется по всевозможным парам (Ln,Π), состоящим из
n-мерного линейного пространства Ln ⊂ B и непрерывного ото-
бражения Π : X → Ln, определяет линейный n-поперечник Колмо-
горова.
Определение 1.3 [82]. Пусть χ ∈ Rn. Выражение

dn(X) = inf
(Π:X→Rn)

sup
x∈X
diamΠ−1Π(x),

где inf берется по всем непрерывным отображениям Π : X → Rn,
определяет n-поперечник Бабенко.

2. Классы функций

В этом разделе приведены классы функций, используемые в кни-
ге. Описание классов функцийW rp (1),W

r,s(1), Hwj (D), Hw1w2(D) да-
ется по книге С. М. Никольского [64].
Класс функций Гельдера Hα(M ; a, b)(0 < α ≤ 1) состоит из

заданных на отрезке [a, b] функций f(x), удовлетворяющих во
всех точках x′ и x′′ этого отрезка неравенству |f(x′) − f(x′′)| ≤
M |x′ − x′′|α.
В случае, когда из текста ясно на каком множестве рассматри-

ваются функции, вместо Hα(M ; a, b) будем писать Hα(M). Это за-
мечание относится и к остальным классам функций.
Класс W r(M ; a, b) состоит из функций, заданных на отрез-

ке [a, b], непрерывных и имеющих непрерывные производные до
(r−1)-го порядка включительно и кусочно-непрерывную производ-
ную r-го порядка, удовлетворяющую на этом отрезке неравенству
|f (r)(x)| ≤M.
Класс W rLp(M ; a, b)(1 ≤ p < ∞) состоит из функций, заданных

на [a, b], имеющих абсолютно непрерывную производную порядка
r−1 и производную f (r)(x) порядка r, обладающую тем свойством,
что  b∫

a

|f (r)(x)|pdx

1/p

≤M,

где интеграл понимается в смысле Лебега.
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Для простоты обозначений ниже вместо W rLp(M) будем писать
W rp (M).

Через W 10L(1) обозначено множество функций ϕ(x), входящих
в класс W 11 (1) и удовлетворяющих дополнительному условию:
ϕ(0) = 0.
Через W̃ rp (M ; a, b) обозначен класс периодических с периодом

(b−
−a) функций, входящих в класс W rp (M ; a, b).
Через Hw1w2(D) обозначен класс определенных на D = {a ≤ x ≤≤ b, c ≤ y ≤ d} функций f(x, y) таких, что для любых точек (x′, y′)

и (x′′, y′′) из D |f(x′, y′)−f(x′′, y′′)| ≤ w1(|x′ −x′′|)+w2(|y′ −y′′|), где
w1(σ) и w2(σ)− заданные модули непрерывности. В случаях, когда
wi(x) = Mix

αi (i = 1, 2), используется обозначение Hα1α2(M,D),
где M = max(M1,M2).
В статье В. Ф. Бабенко [8] рассматривались классы функций

Hwj (D)
(
Zwj (D)

)
(j = 1, 2, 3), определенных в области D. Функция

ϕ ∈ Hwj (D)(
Zwj (D)

)
, если |ϕ(x)− ϕ(y)| ≤ w(ρj(x, y)) (x = (x1, . . . , xl),

y = (y1, . . . , yl)
(|ϕ(x) + ϕ(y)− 2ϕ ((x+ y)/2) | ≤ (2−1ρj(x, y))α) ,

где

ρ1(x, y) = max
1≤i≤l(|xi − yi|), ρ2(x, y) =

l∑
i=1

|xi − yi|,

ρ3(x, y) =

 l∑
i=1

|xi − yi|2
1/2 .

Через Crl (1) обозначен класс функций l независимых перемен-
ных, у которых существуют и ограничены по модулю единицей
все частные производные до r-го порядка включительно.
ЧерезW r1,...,rl∗ Lp(G) обозначен класс функций f(x1, . . . , xl), имею-

щих частные производные f (k1,...,kl)(x1, . . . , xl) = ∂nf/∂x
k1
1 · · · ∂xkll , k =

= k1+· · ·+kl, 0 ≤ ki ≤ ri, i = 1, 2, . . . , l, удовлетворяющие усло-
виям

‖
1∫
0

· · ·
1∫
0

f (r1,0,...,0)(x1, . . . , xl)dx2 · · · dxl‖Lp[0,1] ≤ 1, . . . ,

‖
1∫
0

· · ·
1∫
0

f (0,0,...,0,rl)(x1, . . . , xl)dx1 · · · dxl−1‖Lp[0,1] ≤ 1,
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‖
1∫
0

· · ·
1∫
0

f (r1,r2,0,...,0)(x1, . . . , xl)dx3 · · · dxl‖Lp([0,1]2) ≤ 1, . . . ,

‖f (r1,...,rl)(x1, . . . , xl)‖Lp(G) ≤ 1.
Здесь 1 ≤ p ≤ ∞, G = [0, 1]l.
Через W̄ r,s∗ Lp(G) обозначено множество функций, входящих в

класс W r,s∗ Lp(G) и обладающих дополнительным свойством:

‖ϕ(r,0)(x1, 0)‖Lp[0,1] ≤ 1, ‖ϕ(0,s)(0, x2)‖Lp[0,1] ≤ 1.
Обозначим через L(x, a, k) пересечение прямой y = k(x − a) с

квадратом [0, 2π]2.
Обозначим через VL(x,a,k)f(x, y) вариацию функции f(x, y) на от-

резке L(x, a, k).
Определение 2.1. Будем говорить, что множество функций

f(x, y) имеет ограниченую L вариацию, если

VL(f) = sup
−∞<a<∞,−∞<k<∞

VL(x,a,k)f(x, y) <∞.

Это множество функций обозначается V ∗L (f).
Пусть функция f(x1, x2, . . . , xl) непрерывна в l-мерном кубе Gl,

определенном неравенствами 0 ≤ xv ≤ 2π(v = 1, 2, . . . , l) и име-
ет период, равный 2π по каждой переменной x1, x2, . . . , xl. Через
С (m1, . . . ,ml) обозначены коэффициенты Фурье этой функции. Ве-
личины m̄v определены равенствами m̄v = 1, если mv = 0, m̄v =|mv|, если mv 6= 0.
Определение 2.2. Функция f(x1, x2, . . . , xl) принадлежит клас-

су
Eαl (C), если выполняется оценка C(m1, . . . , ml) = A((m̄1·m̄2 · · · m̄l)−α),
где a− действительное число, большее 1/2, и константа A не за-
висит от m1, m2, . . . ,ml.
Определение 2.3. Пусть a ≥ 1− целое число. Функция

f(x1, . . . , xl) периодическая, с периодом, равным единице по ка-
ждой переменной, принадлежит классу H̃αl,p(1), если она имеет не-
прерывные производные вида

f (n1,...,nl)(x1, . . . , xl) = ∂
nf/∂xn11 · · · ∂xnll , 0 ≤ n ≤ αl, 0 ≤ nj ≤ α,

удовлетворяющие условиям:

‖f (α,0,...,0)(x1, . . . , xl)‖Lp ≤ 1, . . . , ‖f (0,0,...,0,α)(x1, . . . , xl)‖Lp ≤ 1, 1 ≤ p ≤ ∞.
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Определение 2.4. Пусть α ≥ 1− целое число. Функция
f(x1, . . . , xl) периодическая с периодом, равным единице по каждой
переменной, принадлежит классу D̃αl,p(1), если она имеет непрерыв-
ные производные вида f (n1,...,nl)(x1, . . . , xl), 0 ≤ n ≤ αl, 0 ≤
nj ≤ αl,
удовлетворяющие условиям: ‖f (α,0,...,0)(x1, . . . , xl)‖Lp ≤ 1, . . . ,
‖f (0,...,0,α)(x1, . . . , xl)‖Lp ≤ 1, 1 ≤ p ≤ ∞.
Классы H̃αl,p, D̃

α
l,p являются обобщением классов H

α
l , D

α
l , введен-

ных, наряду с классом Eαl , в монографии [52].
Определение 2.5. Пусть mi(i = 1, 2, . . . , l)− выпуклое,

центрально-симметричное множество функций одной переменной,
инвариантное относительно сдвига на константу. Будем говорить,
что функция f(x1, . . . , xl) ∈ m1,...,l, если функция

ϕk(xk) =
1∫
0

· · ·
1∫
0

f(x01, . . . , x
0
k−1, xk, . . . , xl)dxk+1 · · · dxl,

где x0i (0 ≤ x0i ≤ 1, i = 1, 2, . . . , k−1)− произвольно фиксированные
значения, входит в класс mk, k = 1, 2, . . . , l.
В работе К. И. Бабенко [11] введен класс функций Qr(Ω,М ).
Определение 2.6. Пусть Ω = [−1, 1]l, l = 1, 2, . . . . Функция

ϕ(x1 . . . , xl) принадлежит классу Qr(Ω,M), если выполнены усло-
вия

max
x∈Ω |∂

|v|ϕ(x1, . . . , xl)/∂xv11 · · · ∂xvll | ≤M
при 0 ≤ |v| ≤ r,

|∂|v|ϕ(x1, . . . , xl)/∂xv11 · · · ∂xvll | ≤M/(d(x,Γ))|v|−r
при r < |v| ≤ 2r + 1,
где x = (x1, . . . , xl), v = (v1, . . . , vl), |v| = v1 + · · · + vl, d(x,Γ)−
расстояние от точки x до границы Γ области Ω, вычисляемое по
формуле d(x,Γ) = min1≤i≤l min(| − 1− xi|, |1− xi|).
Определение 2.7 [22]. Пусть Ω = [−1, 1]l, l = 1, 2, . . . .

Функция ϕ(x1 . . . , xl) принадлежит классу Qr,γ(Ω,M), если выпол-
нены условия

max
x∈Ω |∂

|v|ϕ(x)/∂xv11 · · · ∂xvll | ≤M
при 0 ≤ |v| ≤ r,

|∂|v|ϕ(x)/∂xv11 · · · ∂xvll | ≤M/(d(x,Γ))|v|−r−ζ
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при r < |v| ≤ s,
где s = r + [γ] + 1, γ = [γ] + µ, 0 < µ < 1, ζ = 1 − µ при γ−
нецелом, s = r + γ при γ− целом.
Определение 2.8. Пусть Ω = [−1, 1]l, l = 1, 2, . . . , γ− це-

лое число, s = r + γ. Функция ϕ(x1, . . . , xl) принадлежит классу
Q̄r,γ(Ω,M), если выполнены условия

max
x∈Ω |∂

|v|ϕ(x)/∂xv11 · · · ∂xvll | ≤M
при 0 ≤ |v| ≤ r − 1,

|∂|v|ϕ(x)/∂xv11 · · · ∂xvll | ≤M | ln d(x,Γ)|
при |v| = r,

|∂|v|ϕ(x)/∂xv11 · · · ∂xvll | ≤M/(d(x,Γ))v−r
при r < |v| ≤ s.
Определение 2.9 [22]. Пусть Ω = [−1, 1]l, l = 1, 2, . . . .

Функция ϕ(x1, . . . , xl) принадлежит классу Qr,γ,p(Ω,M) (r =
1, 2, . . . , 1 ≤
≤ p <∞), если выполнены условия

max
x∈Ω |∂

|v|ϕ(x1, . . . , xl)/∂xv11 · · · ∂xvll | ≤M
при |v| ≤ r,
∫ ∫
Ω

|d|v|−r−ζ(x,Γ)∂|v|ϕ(x1, . . . , xl)/∂xv11 · · · ∂xvll |pdx1 · · · dxl

1/p

≤M

при r < |v| ≤ s, где s = r + γ, ζ = 0, если r + γ− целое; s =
= r + [γ] + 1, γ = [γ] + µ, 0 < µ < 1, ζ = 1 − µ, если r + γ−
нецелое.
Определение 2.10. Пусть Ω = [−1, 1]l, l = 1, 2, . . . , γ− целое

число.Функция ϕ(x1, . . . , xl) принадлежит классу Q̄r,γ,p(Ω,M) (r =
= 1, 2, . . . , 1 ≤ p <∞), если выполнены условия

max
x∈Ω |∂

|v|ϕ(x1, . . . , xl)/∂xv11 · · · ∂xvll | ≤M
при 0 ≤ |v| ≤ r − 1,

|∂|v|ϕ(x)/∂xv11 · · · ∂xvll | ≤M | ln d(x,Γ)|
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при |v| = r,
∫ ∫
Ω

|d|v|−r(x,Γ)∂|v|ϕ(x1, . . . , xl)/∂xv11 · · · ∂xvll |pdx1 · · · dxl

1/p

≤M

при r < |v| ≤ s, где s = r + γ.
Определение 2.11 [22]. Пусть Ω = [−1, 1]l, l = 1, 2, . . . , r =

1, 2, . . . ,
0 < γ ≤ 1. Функция f(x1, . . . , xl) принадлежит классу Br,γ(Ω,M),
если выполнены условия

max
x∈Ω |∂

|v|ϕ(x1, . . . , xl)/∂xv11 · · · ∂xvll | ≤M |v||v||v|

при 0 ≤ |v| ≤ r,
|∂|v|ϕ(x1, . . . , xl)/∂xv11 · · · ∂xvll | ≤M |v||v||v|/(d(x,Γ))|v|−r−1+γ

при r < |v| ≤ ∞.
Определение 2.12. Пусть Ω = [−1, 1]l, l = 1, 2, . . . , r =

1, 2, . . . ,
γ = 1. Функция f(x1, . . . , xl) принадлежит классу B̄r,γ(Ω,M), если
выполнены условия

max
x∈Ω |∂

|v|ϕ(x1, . . . , xl)/∂xv11 · · · ∂xvll | ≤M |v||v||v|

при 0 ≤ |v| ≤ r − 1,
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|∂|v|ϕ(x)/∂xv11 · · · ∂xvll | ≤M | ln d(x,Γ)|
при |v| = r,

|∂|v|ϕ(x1, . . . , xl)/∂xv11 · · · ∂xvll | ≤M |v||v||v|/(d(x,Γ))|v|−r−1+γ
при r < |v| ≤ ∞.

3. Элементы теории приближений

В данном разделе приводится ряд известных фактов из теории
приближений, которыми будем пользоваться на протяжении кни-
ги.
В настоящее время в теории приближений принято [87] выде-

лять три этапа.
Первый этап, начавшийся в 1854 г., связан с появлением рабо-

ты
П. Л. Чебышева [92]. В этот период исследовались способы ап-
проксимации конкретных функций полиномами и рациональными
функциями.
Второй этап датируется 1912 г., когда в свет вышли работы

С .Н. Бернштейна [94] и Д. Джексона [96] и посвящен исследова-
нию взаимосвязи гладкости функций c оценками их наилучших
приближений полиномами.
Начало третьего этапа связано с выходом из печати статьи

А. Н. Колмогорова [97]. В работах этого периода исследовались
наилучшие методы приближения классов функций. При этом ис-
пользовались любые аппараты приближения, имеющие одинако-
вую размерность (число используемых параметров). Основой этих
исследований являются вычисления поперечников и энтропии ком-
пактных множеств.
В 1962 г., выступая на Стокгольмском математическом конгрес-

се, А. Н. Колмогоров выдвинул программу исследования сложно-
сти алгоритмов, воспроизводящих функции с заданной точностью.
Как отмечает В. М. Тихомиров [87] исследование в этом направле-
нии возможно составит четвертый этап в теории приближений.
Прежде всего напомним некоторые классические результаты

конструктивной теории функций. При изложении этих результа-
тов будем следовать монографиям [38], [62], [83].

3.1. Некоторые обозначения

Опишем обозначения, используемые в книге.
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Через Rrq(a;h;x) обозначим многочлен вида xr +
r−1∑
i=0
αix

i, такой,
что

a+h∫
a−h
|Rrq(a;h; x)|qdx = min

α0,...,αr−1

a+h∫
a−h
|xr +

r−1∑
i=0

αix
i|qdx.

При a = 0 и h = 1 вместо Rrq(0; 1; x) будем писать Rrq(x). Сле-

довательно, Rrq(x) есть полином вида xr +
r−1∑
i=0
αix

i наименее укло-

няющийся от нуля в метрике пространства Lq[−1, 1], 1 ≤ q ≤ ∞.
Пусть ∆ = [a, b], c ∈ [a, b]. Через Tr(ϕ,∆, c) обозначен отрезок

ряда Тейлора

Tr(ϕ,∆, c) = ϕ(c) +
ϕ′(c)
1!
(t− c) + · · ·+ ϕ

(r)(c)

r!
(t− c)r.

Пусть ∆ = [a1, b1; a2, b2], c ∈ ∆. Через Tr(ϕ,∆, c) обозначим
отрезок ряда Тейлора Tr(ϕ,∆, c) = ϕ(c) + 1

1!
dϕ(c) + · · ·+ 1

r!
drϕ(c).

Через Kr обозначена константа Фавара

Kr =
4

π

∞∑
k=1

(−1)k(r+1)
(2k + 1)r+1

, r = 0, 1, . . . .

Пусть f(t) ∈ Hα, 0 < α ≤ 1, t ∈ [a, b]. Тогда

H(f, α) = sup
t1 6=t2;t1,t2∈[a,b]

|f(t1)− f(t2)|
|t1 − t2|α .

3.2. Полиномы наилучшего приближения

Пусть f(x)− функция, определенная на сегменте [a, b]. Обозна-
чим через Hn множество полиномов степени не выше n, т. е. по-
линомов вида Pn(x) = a0 + a1x + a2x2 + . . . + anxn, а через HTn −
множество тригонометрических полиномов вида a0+

n∑
k=1
ak cos kx+

bk sin kx.
Рассмотрим произвольный полином Pn(x) и положим

∆(Pn) = max
x∈[a,b]

| Pn(x)− f(x) | .

Число ∆(Pn) называется отклонением полинома Pn(x) от функ-
ции f(x). Если будем изменять полином Pn(x), заставляя его про-
бегать все множество Hn, то величина ∆(Pn) также будет изме-
няться, но так как она остается неотрицательной, то множество
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ее значений ограничено снизу и имеет точную нижнюю границу

En = En(f) = inf
Pn∈Hn

{∆(Pn)}.

Величина En(f) называется наименьшим отклонением полино-
мов из Hn от f(x) или наилучшим приближением к f(x) полино-
мами из Hn.
Теорема 3.1 (теорема Бореля). Для всякой функции f(x) ∈

∈ C[a, b] в множестве Hn существует такой полином P (x), что
∆(P ) = En(f).
Следует отметить, что для всякой функции f(x) ∈ C[a, b] в мно-

жестве Hn существует единственный полином наилучшего при-
ближения. Это утверждение следует из теоремы Бореля и чебы-
шевского альтернанса.
Приведем оценки наилучших приближений к f(x) полиномами

из Hn. Вначале дадим формулировки классических теорем Джек-
сона.
Теорема 3.2. Для любой функции f ∈ C2π справедлива оценка

En(f) ≤ 12ω
(
1

n

)
.

Теорема 3.3. Пусть f(x) есть непрерывная 2π-периодическая
функция, имеющая непрерывные производные f ′(x), f ′′(x), . . . , f (r)(x).
Если ωr(δ)− модуль непрерывности r-й производной f (r)(x), то

En(f) ≤ 12
r+1ωr

(
1
n

)
nr

.

Если функция f(x) приближается алгебраическими полинома-
ми, то теоремы Джексона формулируются следующим образом.
Теорема 3.4. Если f(x) ∈ C[a, b], то

En(f) ≤ 12ω
(
b− a
2n

)
.

Теорема 3.5. Если f(x) ∈ C[a, b] имеет р непрерывных произ-
водных, причем модуль непрерывности p-й производной f (p) есть
ωp(δ), то для n > p справедлива оценка

En(f) ≤ Cp(b− a)
p

np
ωp

 b− a
2(n− p)

 ,
где Cp зависит только от p.
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Наряду с оценками наилучших приближений тригонометриче-
скими и алгебраическими полиномами различных классов функ-
ций,
т. е. прямыми теоремами конструктивной теории функций, нам
понадобятся обратные теоремы конструктивной теории функций,
позволяющие по числовым характеристикам En(f) судить о клас-
сах функций, к которым принадлежат функции f(x).
Предварительно приведем неравенства С. Н. Бернштейна,

А. А. Маркова и С. М. Никольского, которыми также будем неод-
нократно пользоваться.
Теорема 3.6 (первое неравенство Бернштейна). Если

T (x) = A+
n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)−

тригонометрический полином порядка n, то справедлива оценка

|T ′(x)| ≤ nmax |T (x)|.
Теорема 3.7 (второе неравенство Бернштейна). Если полином

Pn(x) = a0 + a1x + . . . + anx
n степени не выше n на сегменте [a, b]

удовлетворяет неравенству |Pn(x)| ≤ M, то на интервале (a, b)
|P ′n(x)| ≤
≤ Mn
((x−a)(b−x))1/2 .
Теорема 3.8 (неравенство Маркова). Если полином Pn(x) =

= a0+ a1x+ . . .+ anx
n степени не выше n на сегменте [a, b] удовле-

творяет неравенству |Pn(x)| ≤M, то на том же сегменте |P ′n(x)| ≤≤ 2Mn2/(b− a).
Теорема 3.9 (неравенство С. М. Никольского) [66]. Пусть

Tn(t)− тригонометрический полином n-го порядка. Тогда справед-
ливо неравенство

‖Tn(t)‖C ≤ n1/p‖Tn(t)‖Lp, 1 ≤ p ≤ ∞.
Аналогичное неравенство справедливо и для функций экспонен-

циального типа.
Теорема 3.10 [66]. Если 1 ≤ p ≤ p′ ≤ ∞, то для целой функции

экспоненциального типа g = gv ∈ Lp(Rn), v = (v1, . . . , vn), имеет
место неравенство (разных метрик)

‖gv‖Lp′(Rn) ≤ 2n(
n∏
k=1

vk)
1
p
− 1
p′ ‖gv‖Lp(Rn).

При фиксированных n и произвольных vk это неравенство точно в
смысле порядка.
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Приводимые ниже обратные теоремы конструктивной теории
функций принадлежат С. Н. Бернштейну.
Теорема 3.11. Пусть f(x) ∈ C2π и для любого n наилучшее

приближение полиномами из HTn En(f) ≤ An−α. Тогда если 0 <
α < 1, то f(x) ∈ Hα, а если α = 1, то f(x) ∈ Z.
Теорема 3.12. Пусть f(x) ∈ C2π и En(f) − ее наилучшее при-

ближение полиномами из HTn . Если En ≤ A
nr+α
, где r− натуральное

число, а 0 < α ≤ 1, то у функции f(x) существуют непрерывные
производные f ′(x), f ′′(x), . . . , f (r)(x), причем f (r) ∈ Hα, если α < 1,
и f (r) ∈ Z, если α = 1.
Напомним, что через Z обозначен класс функций Зигмунда,

определенный следующим соотношением: для модуля непрерыв-
ности ω(δ) справедливо неравенство ω(δ) ≤ Aδ(1 + |lnδ|), где А не
зависит от δ.
Изложенные выше результаты принадлежат в основном клас-

сикам конструктивной теории функций: П. Л. Чебышеву, С. Н.
Бернштейну, Д. Джексону и относятся к первому периоду в те-
ории приближений. Их подробное изложение имеется в [36], [38],
[62], [83].
В 50 − 70-е гг. прошлого столетия в конструктивной теории

функций были получены новые результаты, многие из которых
являются неулучшаемыми. Не имея возможности остановиться на
этих результатах, приведем теорему типа Джексона об оценках
наилучших приближений.
Теорема 3.13 [50, с. 237]. Для любой функции f ∈ C̃2π, f 6≡ const

справедливы неравенства En(f)С < ω(f, πn), n = 1, 2, . . . , причем не
зависящая от f и от n константа 1 перед ω(f, π

n
) не может быть

уменьшена.
Современное состояние конструктивной теории функций и точ-

ные оценки приближений полиномами, отрезками рядов и сплай-
нами изложены в монографиях и обзорах [7], [34], [38] − [40], [50],
[51], [62], [66], [81], [83], [84] − [88], [99].

3.3. Интерполяционные полиномы

Мы будем пользоваться следующими известными оценками точ-
ности аппроксимации полиномами.
Лемма 3.1 [83, с. 276]. Если функция f(x), заданная на [−1, 1],

имеет r-ю (r ≥ 0 целое) непрерывную производную, то существу-
ет константа Mr, не зависящая от f, x и n, такая, что для любого

n > r найдется алгебраический многочлен Pn(x) =
n∑
k=0
akx

k сте-

пени не выше, чем n, удовлетворяющий для каждого x ∈ [−1, 1]
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неравенству
|f(x)− Pn(x)| ≤

≤Mr
1
n

√1− x2 + |x|
n

r ω
1
n

√1− x2 + |x|
n

 ,
где ω(t) = ω(f (r); t) есть модуль непрерывности r-й производной.
Обозначим через Tr(x) полином Чебышева степени r, наименее

уклоняющийся от нуля в равномерной метрике на сегменте [−1, 1],
а через x1, . . . , xr− его корни. Через Pr(x, [−1, 1]) обозначим поли-
ном, интерполирующий функцию f(x) на сегменте [−1, 1] по узлам
x1, . . . , xr.
Лемма 3.2 [36]. Cправедлива оценка погрешности интерполя-

ционной формулы Pr(x, [−1, 1])
‖f(x)− Pr(x, [−1, 1])‖ ≤ ‖f (r)‖/r!2r−1.

Доказательство. Для произвольного t ∈ [−1, 1], t 6= xk, k =
= 1, 2, . . . , r, положим

τ =
f(t)− Pr(t, [−1, 1])

Tr(t)
. (3.1)

Введем функцию

ϕ(x) = f(x)− Pr(x, [−1, 1])− τTr(x).
Функция ϕ(x) обращается в нуль в точках t, xk, k = 1, 2, . . . , r.

Применяя к функции ϕ(x) r + 1 раз теорему Ролля, убеждаемся,
что существует точка ξ (ξ ∈ (−1, 1)), такая, что

ϕ(r)(ξ) = f (r)(ξ)− τr! = 0.
Отсюда τ = f (r)(ξ)/r!.
Используя соотношение (3.1), имеем при x 6= xk, k = 1, 2, . . . , r,

|f(x)−Pr(x, [−1, 1])| = |τ ||Tr(x)| ≤ |f
(r)(ξ)|
r!

|Tr(x)| ≤ 1

2r−1r!
‖f (r)(x)‖.

В узлах xk, k = 1, 2, . . . , r, утверждение леммы очевидно.
Лемма доказана.
Аналогичные утверждения имеют место и при интерполяции

функций по узлам других ортогональных многочленов. В частно-
сти, нам понадобится оценка точности интерполирования функций
из класса W r(M) по узлам полиномов Лежандра.
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Обозначим через X̃n(x) полином Лежандра

X̃n(x) =
n!

(2n)!

dn(x2 − 1)n
dxn

со старшим коэффициентом, равным 1. Обозначим через xk,
k = 1, 2, . . . , n, узлы полинома Лежандра, а через Pn(x, [−1, 1])−
интерполяционный полином Лагранжа, построенный по этим уз-
лам.
Лемма 3.3. Справедлива оценка погрешности интерполяцион-

ной формулы Pn(x, [−1, 1]) по узлам полинома Лежандра
‖f(x)− Pn(x, [−1, 1])‖ ≤ ‖f (n)(x)‖/(2n)!.

Доказательство проводится по аналогии с доказательством
предыдущей леммы. Для произвольного t ∈ [−1, 1], t 6= xk, k =
1, 2, . . . , n, положим

τ =
f(t)− Pn(f, [−1, 1])

X̃n(t)

и введем функцию ϕ(x) = f(x) − Pn(x, [−1, 1]) − τX̃n(x). Функция
ϕ(x) по построению имеет n + 1 корень, и, следовательно, по те-
ореме Ролля существует такая точка ξ, −1 < ξ < 1, в которой
ϕ(n)(ξ) = 0. Это означает, что f (n)(ξ) − τn! = 0. Следовательно,
τ = f (n)(ξ)/n! и

‖f(x)− Pn(x, [−1, 1])‖ ≤ |τ |‖X̃n(x)‖ ≤ ‖f (n)‖/(2n)!
в точках x 6= xk, k = 1, 2, . . . , n. В узлах xk, k = 1, 2, . . . , n, утвер-
ждение леммы очевидно.
Лемма доказана.
Через W sp (∆) обозначается пространство Соболева с нормой

‖u‖W sp (∆) = ‖u‖Lp(∆) + ‖u‖Lsp(∆),
где

‖u‖Lsp(∆) =
 ∑
|v|=s

∫
∆

| Dvu |p dx

1/p

.

Пусть ∆− куб размерности l. Положим w = s− 1 и поставим в
соответствие каждой функции u = W sp (∆) полином Rw(x) степени
w, удовлетворяющий условиям:∫

∆

xαRw(x)dx =
∫
∆

xαu(x)dx, | α |≤ w.
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Положим Rw(x) = P∆u, т. е. P∆− линейный оператор проекти-
рования, отображающий пространство W sp (∆) на конечномерное
пространство полиномов степени w от l переменных.
Справедливы следующие утверждения.
Лемма 3.4 [16, c. 341]. При sp > l для любой функции u ∈

W sp (∆) выполняется неравенство

‖u− P∆u‖C(∆) ≤ C(mes∆)s/l−1/p‖u‖Lsp(∆),
причем константа C = C(p, s, l) не зависит от куба ∆.
Лемма 3.5 [16, c. 341]. При ps ≤ l и q < q∗ = p(1 − ps/l)−1 для

любой функции u ∈ W sp (∆) выполняется неравенство
‖u− P∆u‖Lq(∆) ≤ C(mes∆)q

−1−q∗−1‖u‖Lsp(∆),
причем константа C = C(p, q, s, l) не зависит от куба∆; 1/p+1/q =
1.

3.4. Элементы теории сплайнов

На протяжении всей книги неоднократно используются методы
сплайн − интерполяции. Напомним определения сплайнов, необхо-
димые в дальнейшем.
Функция f(x), заданная на сегменте [a, b], называется сплайном

порядка m (m = 0, 1, · · ·) с узлами tk, k = 1, 2, . . . , N, a < t1 < t2 <
· · · < < · · · tN < b, еcли в каждом сегменте [a, t1], [t1, t2], . . . , [tN , b]
функция f(x) является алгебраическим полиномом степени m и в
каждой из точек tk, k = 1, 2, . . . , N, некоторая производная f (v)(x),
0 ≤ v ≤ m, имеет разрыв.
Говорят, что сплайн f(x) порядка m имеет дефект rk (1 ≤ rk ≤

≤ m) в узле tk, k = 1, 2, . . . , N, если в точке tk непрерывны функ-
ции f(x), f ′(x), . . . , f (m−rk)(x), а производная f (m−rk+1)(x) в точке
tk терпит разрыв.
Число r = max

1≤k≤N rk называется дефектом сплайна.

Будем говорить, что в узле tk, k = 1, 2, . . . , N, сплайн f(x) имеет
дефект m+ 1, если в этом узле функция f(x) имеет разрыв непре-
рывности. В этом случае будем говорить, что сплайн f(x) имеет
дефект m+ 1.
Пусть на сегменте [a, b] фиксирована система точек ∆N : a =

= t0 < t1 < · · · < tN = b, которая называется разбиением сегмента
[a, b]. Через Srm(∆N , [a, b]) обозначим множество заданных на [a, b]
сплайнов порядка m, имеющих узлы с дефектами ri ≤ r в точках
ti(i = 1, 2, . . . , N − 1) разбиения ∆N . Сплайны, имеющие дефект
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m + 1 называются нулевыми и обозначаются через S0(∆N , [a, b]).
При рассмотрении периодических сплайнов в качестве основного
промежутка [a, b] будем брать сегмент [0, 2π] и вместо обозначения
Srm(∆N , [a, b]) будем использовать обозначение S

r
m(∆N).

Пусть дано равномерное разбиение ∆̄2n : {kπ/n}, k =
1, 2, . . . , 2n. Линейное многообразие сплайнов S1m(∆̄2n) дефекта 1
по равномерному разбиению ∆̄2n в дальнейшем обозначается как
S2n,m.
В последующих главах книги сплайны используются для ап-

проксимации функций, принадлежащих множествам Qr,γ,p(Ω,M)
и
Br,γ(Ω,M). Поэтому нас интересуют оценки погрешности при при-
ближении гладких функций сплайнами. При изложении этих во-
просов будем следовать монографии Н. П. Корнейчука [51].
Прежде всего остановимся на приближении непрерывных функ-

ций кусочно-постоянными функциями, т. е. нулевыми сплайнами.
Пусть на сегменте [a, b] дано фиксированное разбиение ∆N : a =
t0 < t1 <
< · · · < tN = b. Обозначим через |∆N | величину |∆N | =
max

0≤k≤N−1 |tk+1 −
−tk|. Наряду с модулем непрерывности ω(f, δ)C[a,b] функции f ∈
C[a, b] вводится величина

Ω(f,∆N , [a, b]) = max
1≤i≤N Ωi(f,∆N , [a, b]),

где

Ωi(f,∆N , [a, b]) = max
ti−1≤t≤ti

f(t)− min
ti−1≤t≤ti

f(t), i = 1, 2, . . . , N.

Очевидно,
Ωi(f,∆N , [a, b]) ≤ ω(f, |∆N |)C[a,b],

так что для f ∈ C[a, b] имеем Ωi(f,∆N , [a, b])→ 0 при |∆N | → 0.
Пусть f ∈ C[a, b]. Среди функций множества S0(∆N , [a, b]) наи-

менее уклоняется от f(t) в метрике L∞[a, b] функция

s(f, t) =
1

2
[ max
ti−1≤t≤ti

f(t)+ min
ti−1≤t≤ti

f(t)], ti−1 < t < ti, i = 1, 2, . . . , N,

при этом

‖f − s(f)‖∞ = 1
2
Ω(f,∆N , [a, b]) ≤ 1

2
ω(f, |∆N |)C .
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Кроме того, при p > 0

b∫
a

|f(t)− s(f, t)|pdt ≤ 2−p
N∑
i=1

(ti − ti−1)Ωpi (f,∆N , [a, b]) ≤

≤ 2−p(b− a)Ωp(f,∆N , [a, b]).
Обозначим через EN(f, Srm(∆N , [a, b])) величину наилучшего

приближения функции f сплайнами, принадлежащими множеству
Srm(∆N , [a, b]).
Тогда для f ∈ C[a, b]

EN (f, S0(∆N , [a, b]))∞ ≤ 1
2
Ω(f,∆N , [a, b]) ≤ 1

2
ω(f, |∆N |)C ,

EN (f, S0(∆N , [a, b]))p ≤ (b− a)
1/p

2
Ω(f,∆N , [a, b]) ≤ (b− a)

1/p

2
ω(f, |∆N |)C .

В случае равномерного разбиения отсюда вытекают неравенства

EN(f, SN,0, [a, b])∞ ≤ 1
2
ω

f, (b− a)
N


C

,

EN(f, SN,0, [a, b])p ≤ (b− a)
1/p

2
ω

f, (b− a)
N


C

,

неулучшаемые на множестве C[a, b].
Если положить [a, b] равным [0, 2π], то все приведенные выше

оценки будут справедливы и для периодических с периодом 2π
функций из C̃[0, 2π], причем эти оценки неулучшаемы при N = 2n.
В частности, справедливо точное неравенство

E2n(f, S2n,0)p ≤ (2π)
1/p

2
ω

(
f,
π

n

)
C
, 1 ≤ p ≤ ∞.

В общем случае справедливо следующее утверждение.
Теорема 3.14 [51]. Если f ∈ W r (r = 0, 1, . . .), то

E2n(f, S2n,r)∞ ≤ Kr
2nr
Ω(f (r), ∆̄2n) ≤ Kr

2nr
ω

(
f (r),

π

n

)
C
,

E2n(f, S2n,r)L1 ≤
2Kr+1
nr
Ω(f (r), ∆̄2n) ≤ 2Kr+1

nr
ω

(
f (r),

π

n

)
C
.

Все оценки точные.
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Заканчивая этот пункт, остановимся на оценках для интерпо-
ляционных сплайнов. Известно [50], [51], что сплайн σ2n,m(f, t) ∈
S2n,m, аппроксимирующий функцию f(t) ∈ C̃[0, 2π], имеет узлы в
точках ti = iπ/n (i = 0, 1, . . . , 2n), и нули в точках τj = jπ/n+ βm
(βm = (1 +
+(−1)m)π/(4n)), j = 0, 1, . . . , 2n− 1.
Теорема 3.15 [51]. При каждом t верны неулучшаемые на мно-

жестве Wm (m = 1, 2, . . .) неравенства

|f(t)− σ2n,m(f, t)| ≤Mn,m(t)Ω(f (m), ∆̄2n) ≤Mn,m(t)ω(f (m), π/n),
где Mn,m(t) = 1

2π

2π∫
0
|Dm(t − u) − σ2n,m(Dm(t − u), t)|du, a Dm(t)−

функция Бернулли.
Напомним определения функций и полиномов Бернулли.
Функциями Бернулли называют 2π периодические функции

Dr(x) =
∞∑
k=1

cos(kx− πr/2)
kr

, r = 1, 2, . . . .

Из определения функций Бернулли следует, что функции с чет-
ными номерами четны, а функции с нечетными номерами − не-
четны.
Для D1(x) известно равенство

D1(x) =
∞∑
k=1

sin kx

k
=

{
(π − x)/2, 0 < x < 2π
0, x = 0.

Из определения функций Бернулли следует, что D′2(x) = D1(x),
0 < x < 2π и D′r(x) = Dr−1(x), r = 3, 4, . . . , при |x| ≤ ∞.
Следовательно,

Dr(x) =
x∫
βr

Dr−1(t)dt, r = 2, 3, . . . ,

где константа βr определяется условием
2π∫
0

Dr(t)dt = 0.

Из отмеченных выше свойств функции Dr(x) следует, что функ-
ции

B∗r (t) = −
r!

2r−1πr
Dr(2πt) (r = 2, 3, 4, . . . , |t| <∞);
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B∗1(t) =
 −

1
π
D1(2πt), 0 < t < 1,

− 1
π
D1(0 + 0) = −12 , t = 0;

B∗1(t + 1) = B∗1(t) на промежутке 0 ≤ t < 1 являются алгебра-
ическими полиномами степени r с коэффициентом при старшей
степени, равным единице:

B∗1(t+ 1) = B
∗
1(t),

B∗r (t) = t
r +

r−1∑
k=0

αkt
k.

Эти полиномы называются полиномами Бернулли.
Теорема 3.16 [51]. Для любой функции f ∈ W r(1) (r = 1, 2, . . .)

справедливы соотношения

‖f − σn,r−1(f)‖C ≤ ‖ϕnr‖C = Kr
nr

(n = 1, 2, . . .),

а также

‖f − σn,r−1(f)‖Lp ≤ ‖ϕnr‖Lp (1 ≤ p <∞, n = 1, 2, . . .),

‖f − σn,r−1(f)‖L ≤ ‖ϕnr‖L = 4Kr+1
nr

(n = 1, 2, . . .),

где ϕnr− эйлеров сплайн.
3.5. Некоторые факты из теории квадратурных формул

На протяжении всей книги используется ряд известных утвер-
ждений из теории квадратурных и кубатурных формул. Для удоб-
ства читателя некоторые из них приводятся в этом параграфе.
Пусть на сегменте [0, 1] задана произвольная система узлов 0 ≤

≤ x0 < x1 < · · · < xm−1 ≤ 1. Зададимся вектором P =
(p0, p1, . . . , pm−1) коэффициентов и построим линейный функционал

L(f) =
m−1∑
k=0

pkf(xk),

где f(x)− произвольная непрерывная на сегменте [0, 1] функция.
Положим

1∫
0

f(x)dx = L(f) +R(f), (3.2)

где R(f)− погрешность приближения функционала 1∫
0
f(x)dx функ-

ционалом L(f).

26



Известно [64, с. 45], что если квадратурная формула точна для
полиномов до (r − 1)-й степени включительно, то на классе функ-
ций W r(M) справедливо равенство

1∫
0

f(x)dx− L(f) =
1∫
0

Fr(t)f
(r)(t)dt,

где

Fr(t) =
1

(r − 1)!
(1− t)r
r

−
m∑
0

pkKr(xk − t)
 ,

а функция Kr(t) определяется формулой

Kr(t) =

{
tr−1 для t ≥ 0,
0 для t < 0.

Положим

cr = max
f∈W (r)(1;0,1)

∣∣∣∣∣∣∣
1∫
0

f(x)dx− L(f)
∣∣∣∣∣∣∣ =

1∫
0

|Fr(t)|dt.

Нас будет интересовать соответствие

1∫
0

f(x)dx ≈ L(f) (3.3)

между этими двумя линейными функционалами.
Рассмотрим произвольный сегмент [α, β]. Следуя С. М. Николь-

скому ([64, с.43]), будем называть квадратурную формулу

β∫
α

f(x)dx ≈ L(α, β; f), (3.4)

где

L(α, β; f) =
m−1∑
0

p′kf(x
′
k),

подобной формуле (3.3), а функционал L(α, β; f)− подобным функ-
ционалу L(f), если система точек α, x′0, x′1, . . . , x′m−1, β геометриче-
ски подобна системе 0, x0, x1, . . . , xm−1, 1, а веса p′k относятся соот-
ветственно к весам pk, как длина отрезка [α, β] к единице, иначе
говоря, если выполняются соотношения

x′k = α + xk(β − α), p′k = pk(β − α) (k = 0, 1, · · · ,m− 1).
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Рассмотрим интеграл
b∫
a
f(x)dx по сегменту [a, b]. Разделим сег-

мент [a, b] точками ξk = a+ b−an k, k = 0, 1, . . . , n, и поставим инте-

гралу
b∫
a
f(x)dx в соответствие функционал

n−1∑
k=0
L(ξk, ξk+1; f) :

b∫
a
f(x)dx ≈ n−1∑

k=0
L(ξk, ξk+1; f).

Теорема 3.17 [64]. Если квадратурная формула (3.2) точна для
всех многочленов степени r− 1, то для любой функции f, принад-
лежащей к классу W (r)(M ; a, b), имеет место неравенство:∣∣∣∣∣∣∣

a∫
b

f(x)dx−
n−1∑
0

L(ξk, ξk+1; f)

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
(b− a)r+1crM

nr
. (3.5)

Существует функция f, зависящая от n, принадлежащая классу
W r(M ; a, b), для которой неравенство (3.5) является точным.
В дальнейшем неоднократно понадобится следующее утвержде-

ние, приведенное в монографии С. М. Никольского [64, с. 48].
Теорема 3.18. Для любой функции f , принадлежащей классу

W rp (M ; a, b), где 1 < p <∞ , имеет место неравенство:

|
b∫
a

f(x)dx−
n−1∑
k=0

L(ξk, ξk+1, f)| ≤ (b− a)
r+1−1/pC(q)r M
nr

,

C(q)r = (
1∫
0

|Fr(t)|qdt)1/q,

точное в том смысле, что существует функция f∗, принадлежащая
к указанному классу, для которой это неравенство обращается в
равенство.
Там же указывается, что эта теорема распространяется и на

квадратурные формулы, использующие значения производных.
Лемма 3.6 [64]. Пусть Ψ1 = W rp (1), r = 1, 2, . . . , 1 ≤ p ≤ ∞,

0 ≤ t ≤ 1, f(t) ∈ Ψ1, квадратурная формула
1∫
0

f(t)dt =
n∑
k=1

pkf(tk) +Rn(f)

точна для полиномов (r − 1)-го порядка и имеет погрешность
Rn(Ψ1) на классе Ψ1. Пусть Ψ2 = W rp (1), r = 1, 2, . . . , 1 ≤ p ≤ ∞,
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a ≤ t ≤ b и g(t) ∈ W rp (1). Тогда квадратурная формула
b∫
a

g(t)dt = (b− a)
n∑
k=1

pkg(a+ (b− a)tk) +Rn(g)

имеет погрешность Rn(Ψ2) на классе Ψ2 и Rn(Ψ2) = (b −
a)r+1−1/pRn(Ψ1).
Теорема 3.19 [64]. Среди квадратурных формул вида

1∫
0

f(x)dx =
m∑
k=1

ρ∑
l=0

pklf
(l)(xk) +R(f) ≡ L(f) +R(f)

наилучшей для класса W rLp(1) (1 ≤ p ≤ ∞) при ρ = r − 1 (r =
= 1, 2, 3, . . .), а также при ρ = r − 2(r = 2, 4, 6, . . .) является един-
ственная формула, определяемая следующими узлами x∗k и коэф-
фициентами p∗kl :

x∗k = h(2(k − 1) + [Rrq(1)]1/r) (k = 1, 2, . . . , m),
p∗1l = (−1)lp∗ml =

= hl+1
 (−1)

l

(l + 1)!
[Rrq(1)]

(l+1)/r +
1

r!
R(r−l−1)rq (1)

 (l = 0, 1, . . . , ρ),
p∗k,2ν =

2h2ν+1

r!
R(r−2ν−1)rq (1)(

k = 2, 3, . . . ,m− 1; ν = 0, 1, . . . ,
[
r − 1
2

])
,

p∗k,2ν+1 = 0
(
k = 2, 3, . . . , m− 1; ν = 0, 1, . . . ,

[
r − 2
2

])
,

где h = 2−1(m− 1 + [Rrq(1)]1/r)−1, а Rrq(t)− многочлен вида tr +
+
∑r−1
i=0 βit

i, наименее уклоняющийся от нуля в метрике Lq (p−1 +
q−1 =
= 1) на [−1, 1]. При этом

Rm[W
rLp(1)] = Rm[W

rLp(1);X
∗, P ∗] =

=
Rrq(1)h

r

r! q
√
rq + 1

=
Rrq(1)

2rr! q
√
rq + 1(m− 1 + [Rrq(1)]1/r)r .
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Отметим частные случаи. Если p = 1(q = ∞), то многочлен
Rr∞(t) есть многочлен Чебышева Tr(t) = 21−r cos(r arccos t) и тогда

h =
1

21/r + 2(m− 1) , Rm[W
rL(1)] =

1

r![2 + (m− 1)22−1/r]r .

Если p = q = 2, то Rr2(t) есть многочлен Лежандра Lr(t); при
этом

h =

4 r
√√√√√ (r!)2
(2r)!

+ 2(m− 1)

−1

,

Rm[W
rL2(1)] =

2

r!
√
2r + 1

2 + (m− 1) r
√√√√√(2r)!
(r!)2


−r

.

Наконец, в случае p =∞ (q = 1) Rr1(t) есть многочлен Чебыше-
ва Qr(t) (второго рода) и тогда

h = [2(m− 1) + r
√
r + 1]−1,

Rm[W
rL∞(1)] =

1

r![4(m− 1) + 2 r√r + 1]r .
Приведенные равенства справедливы для всех r = 1, 2, 3, . . . , если
ρ = r − 1, и для r = 2, 4, 6, . . . , если ρ = r − 2.
В книге будут неоднократно использоваться следующие резуль-

таты, принадлежащие В. П. Моторному.
Теорема 3.20 [61]. Пусть при r = 1, 2, . . . ,M rm есть множе-

ство функций f ∈ W̃ r(0, 2π), имеющих 2m экстремумов на периоде
[0, 2π), производная которых f (r)(x) меняет знак на периоде 2m раз,
принимая попеременно значения +1 или −1. Тогда для любой си-
стемы точек X = {0 = x0 < x1 < . . . < xm−1 < 2π} существует
функция fX ∈M rm, такая, что

min
t
fX(t) = f(xk) = 0 (k = 0, 1, . . . , m− 1)

и
2π∫
0

fX(t)dt ≥ 2πKr
mr
,

где Kr− константа Фавара.
Следствие [61]. Справедливо неравенство

inf
X

sup
f∈W̃ rX(0,2π)

2π∫
0

fX(t)dt ≥ 2πKr
mr
,
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где W̃ rX(0, 2π)− множество функций, определенных на сегменте
[0, 2π], принадлежащих классу W̃ r(1) и равных нулю на сетке X.
Теорема 3.21 [64]. Для класса W̃ r(1) функций, определенных

на сегменте [0, 2π] при любых натуральных r наилучшей квадра-
турной формулой вида

2π∫
0

f(t)dt =
m−1∑
k=0

pkf(xk) +R(f)

или
2π∫
0

f(t)dt =
m−1∑
k=0

[pkf(xk) + p
′
kf
′(xk)] + R(f)

на произвольном векторе узлов X = (x0, x1, . . . , xm−1), 0 ≤ x0 <
x1 <
< . . . < xm−1 ≤ 2π для обеих квадратурных формул и произ-
вольном векторе коэффициентов P = {pk} для первой квадра-
турной формулы или произвольном векторе коэффициентов P =
{pk} ∪ {p′k} для второй квадратурной формулы, является формула

2π∫
0

f(t)dt =
2π

m

m−1∑
k=0

f

(
2kπ

m

)
+ R(f)

с равноотстоящими узлами и равными коэффициентами. Погреш-
ность этой формулы равна

sup
f∈W̃ r(1)

|R(f)| = 2πKr
mr
.

Также неоднократно будут использоваться следующие квадра-
турные формулы.
Теорема 3.22 [64]. Среди квадратурных формул вида

1∫
0

f(x)dx =
m∑
k=1

pkf(xk) +R(f)

наилучшей для класса W̃ rLp(1) (1 ≤ p ≤ ∞) является формула
прямоугольников

1∫
0

f(x)dx =
1

m

m∑
k=1

f

(
k

m

)
+ R(f);
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при этом

Rm[W̃
rLp(1)] =

1

mr
inf
c
‖B∗r (·)− c‖Lq , (1/p+ 1/q = 1).

Для 1 < p ≤ ∞ наилучшая формула единственная с точностью до
жесткого сдвига.
Теорема 3.23 [64]. Среди квадратурных формул вида

1∫
0

f(x)dx =
m∑
k=1

ρ∑
l=0

pklf
(l)(xk) +R(f) ≡ L(f) +R(f)

наилучшей на классе W̃ rLp(1) (1 ≤ p ≤ ∞) при ρ = r − 1 (r =
1, 2, . . .) и ρ = r − 2 (r = 2, 4, 6, . . .) является формула

1∫
0

f(x)dx =
2

r!

m∑
k=1

[ρ/2]∑
l=0

R(r−2l−1)rq (1)

(2m)2l+1
f (2l)

(
k − 1
m

)
+ Rρm(f),

где Rrq(t)− многочлен вида tr + r−1∑
l=0
βlt
l, наименее уклоняющийся

от нуля в метрике Lq(1/p+ 1/q = 1) на сегменте [−1, 1]. При этом

Rρm[W̃
rLp(1)] =

Rrq(1)

r! q
√
rq + 1(2m)r

.

Рассмотрим множество квадратурных формул типа
Эйлера − Маклорена

1∫
0

f(x)dx = a0f(0) +
m∑
k=1

pkf(xk) + b0f(1)+

+
r−1∑
v=1

av[f
(v)(1)− f (v)(0)] + Rm(f).

В работе [95] доказано, что среди всевозможных формул типа
Эйлера − Маклорена точных для полиномов (r−1)-й степени наи-
лучшей на классе W rp (1) является формула с коэффициентами и
узлами a0 =
= b0 = 1/2(m + 1), pk = 1/(m + 1), xk = k/(m + 1) (k =
1, 2, . . . ,m), av =

1
(m+1)v+1

B∗v+1(1) (v = 1, 2, . . . , r − 2), ar−1 =
1

(m+1)r
[B∗r (1) − γrq], где γrq− константа наилучшего приближения

функции B∗r (t) в метрике Lq. Погрешность оптимальной форму-
лы Эйлера − Маклорена на классе W rp (1) равна Rm[W

r
p (1)] =
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1
mr
infc‖B∗r (t) − c‖Lq , 1/p + 1/q = 1, где B∗r (t)− полином Бер-

нулли.
Пусть функция f(x, y) задана на прямоугольнике D = [a, b; c, d].

Рассмотрим кубатурную формулу∫ ∫
D

f(x, y)dxdy =
m∑
k=1

n∑
i=1

pkif(xk, yi) +Rmn(f), (3.6)

определяемую вектором (X, Y, P ) узлов a ≤ x1 < x2 < · · · < xm ≤ b,
c ≤ y1 < y2 < · · · < yn ≤ d и коэффициентов pki.
Теорема 3.24 [49]. Среди квадратурных формул (3.6) опти-

мальной для классов Hω1,ω2(D) и Hω(D) является формула∫ ∫
D

f(x, y)dxdy = 4hq
m∑
k=1

n∑
i=1

f(a+ (2k− 1)h, c+ (2i− 1)q) +Rmn(f),

где h = b−a
2m , q =

d−c
2n . При этом

Rmn[Hω1,ω2(D)] = 4mn[q
h∫
0

ω1(t)dt + h
q∫
0

ω2(t)dt];

Rmn[Hω(D)] = 4mn
q∫
0

h∫
0

ω(
√
t2 + τ 2)dtdτ.

Рассмотрим кубатурные формулы вида

∫ ∫
D

ρ(x, y)f(x, y)dxdy =
N∑
k=1

pkf(Mk) +R(f), (3.7)

где ρ(x, y)− неотрицательная и ограниченная на D функция; pk и
Mk(Mk ∈ D)− коэффициенты и узлы.
Теорема 3.25 [8],[9]. Пусть ρ(x, y)− ограниченная неотрица-

тельная весовая функция. Если RN [Hαρ,j(D)], j = 1, 2, 3, 0 < α ≤
1,− погрешность оптимальной для класса Hαρ,j(D) формулы вида
(3.7), то

lim
N→∞N

α/2RN [H
α
ρ,j(D)] = Dj

∫ ∫
D

(ρ(x, y))2/(2+α)dxdy


(2+α)/α

, j = 1, 2, 3,

где D1 = 12
2+α

(
1
2
√
3

)(2+α)/α π/6∫
0

dϕ
cos2+α ϕ

, D2 =
21−α
2+α
, D3 =

21−α/2
2+α
.

33



Случай j = 2 распространяется на n-мерные кубатурные фор-
мулы.
Обозначим через ln,r,p(ϕ; [a, b]) квадратурную формулу с погра-

ничным слоем вида ln,r,p(ϕ; [a, b]) =
n∑
k=1
pkϕ(tk), которая асимпто-

тически наилучшим образом аппроксимирует интеграл
b∫
a
ϕ(t)dt от

функции ϕ(t) ∈ W rp (1), 1 < p ≤ ∞, r = 1, 2, . . .. Квадратурные
формулы такого вида исследовались В. И. Половинкиным [67] −
[71].
Через Πn,r,p(ϕ(l)(tj)) обозначим разностный оператор, который

аппроксимирует значения ϕ(l)(tj) по (r + 1)-му значению функции
ϕ(t) с точностью An−2(r−l), l = 0, 1, . . . , r − 1, причем аппрокси-
мация точна для полиномов степени r − 1. Операторы вида Πn,r,p
были построены В. И. Половинкиным в [67] − [71].
Обозначим через

lr,sn1,n2(ϕ; [a, b; c, d]) =
n1∑
k1=1

n2∑
k2=1

pk1k2ϕ(tk1,k2)

асимптотически оптимальную на классе W r,s(1) кубатурную фор-
мулу (куб.ф.), а через Πr,sm,n(ϕ

(k,l)(ti, tj))− функционал, аппрокси-
мирующий ϕ(k,l)(ti, tj) с точностью Am−2(r−k)n−2(s−l) и точный для
полиномов tv1t

w
2 , v = 0, 1, . . . , r− 1, w = 0, 1, . . . , s− 1. Функционалы

lr,sn1,n2 и Π
r,s
m,n исследованы В. И. Половинкиным. Построим функцио-

налы ln,r,p(ϕ; [a, b]) и Πn,r,p способом, отличным от использованного
в [67] − [71].
Остановимся вначале на построении функционала ln,r,p(ϕ; [a, b]).

Выше было отмечено, что наилучшая на классе W rLp(1) квадра-
турная формула типа Эйлера − Маклорена
1∫
0

f(x)dx = a0f(0)+
m∑
k=1

pkf(xk)+b0f(1)+
r−1∑
v=1

sv
[
f (v)(1)− f (v)(0)]+R(f)

определяется коэффициентами и узлами a0 = b0 = 1/2(m+1), pk =
= 1/(m + 1), xk = k/(m + 1) (k = 1, 2, . . . ,m), sv =

1
(m+1)v+1B

∗
v+1(1)

(v = 1, 2, . . . , r−2), sr−1 = 1
(m+1)r [B

∗
r (1)−γrq]. Здесь γrq− константа

наилучшего приближения полинома B∗r (t) в метрике Lq.
Аппроксимируя производные f (v)(0) и f (v)(1) функционалами

Πn,r,p(f
(v)(0)) и Πn,r,p(f (v)(1)) с достаточно малым носителем h, по-

34



лучаем функционал ln,r,p(ϕ; [0, 1]) вида

ln,r,p(f ; [0, 1]) = a0f(0) +
m∑
k=1

pkf(xk) + b0f(1)+

+
r−1∑
v=1

sv
[
Πn,r,pf

(v)(1)− Πn,r,pf (v)(0)
]
+ Rm(f).

Погрешность

Rm(f) = R(f)+
r−1∑
v=1
|sv
(
Πn,r,pf

(v)(1)− f (v)(1) + Πn,r,pf (v)(0)− f (v)(0)
) |.

Так как R(f) = 1
mr
infc ‖B∗r (·)−C‖Lq , sv = 0

(
1
mv+1

)
и, как показано

ниже, |Πn,r,pf (v)(k)− f (v)(k)| = 0(hr−v), k = 0, 1, то

Rm(f) =
1 + o(1)

mr
inf
c
‖B∗r (·)− c‖Lq .

Построим функционал Πn,r,p. Функцию f(x), определенную на
сегменте [0, h], аппроксимируем интерполяционным полиномом
Lr(f), использующим (r + 1)-н узлов, расположенных на сегменте
[0, h]. Такая аппроксимация будет точной для полиномов степени
r. Одна из простейших оценок погрешности аппроксимации функ-
ции f(x) ∈ W r(1) полиномом Lr(f) имеет вид |f(x) − Lr(f)| ≤
6rhr ln r/(r+1)r в случае, если интерполяция проводится по узлам
Чебышева. Положим Πn,r,p(f) = Lr(f).
Погрешность аппроксимации функции f(x) полиномами Tn

наилучшего равномерного приближения степени n равна En =
6rhr/nr.
Представим, следуя [62], функцию f(x)− Lr(f) в виде:

f(x)− Lr(x) =
∞∑
k=0

(T2k+1r − T2kr) + Tr − Lr.

Тогда, воспользовавшись вторым неравенством Бернштейна, на
сегменте [h/4, 3h/4] имеем (при 0 ≤ v < r):

|f (v)(x)−L(v)r (x)| ≤ 4v6rhr−v
 ∞∑
k=1

(2k+1r)v

(2kr)r
+

ln r

(r + 1)r−v
+

1

(r + 1)r−v

 =
= 0(hr−v).

Из этой оценки следует, что при a ∈ [h/4, 3h/4]
|f (v)(a) − Πn,r,pf (v)(a)| ≤ A(hr−v), где h− носитель функционала
Πn,r,p.
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Оценим теперь величину f (v)(x) − L(v)r (x) на концах сегмента
[0,1]. При этом ограничимся левым концом. Так как

|f (v)(x)− L(v)r (x)|x=0 =
∞∑
k=0

|T (v)2k+1r(x)− T (v)2kr(x)|x=0+

+|T (v)r (x)− L(v)r (x)|x=0, (3.8)

каждое слагаемое |T (v)2k+1r(x) − T (v)2kr(x)| оценим на сегменте [0, hk],
hk =
= h/(2k+1r)2r−1. Пользуясь неравенством А. А. Маркова, имеем на
сегменте [0, hk] :

|T (v)2k+1r(x)− T (v)2kr(x)| ≤
A(2kr)2v

hvk
hrk

1

(2kr)r
≤ Ahr−v

(2kr)r+2
.

Из (3.8) следует, что |f (v)(x)− L(v)r (x)|x=0 ≤ Ahr−v.
Оператор Πn,r,p построен.
Пусть f− элемент метрического пространстваX ; L,L1, . . . , LN−

линейные функционалы. Информация о функции f задается век-
тором T (f) = (L1(f), . . . , LN(f)). Через S(T (f)) обозначен метод
S вычисления функционала L(f) по информации T (f). Погреш-
ность этого метода на множестве функций Ω равна R(S, T ) =
supf∈Ω |L(f) − S(T (f))|. Через R(T ) = infsR(S, T ) обозначен наи-
лучший для данной информации T метод.
Лемма 3.7 (С. А. Смоляка) [74], [14]. Пусть функционалы L(f),

L1(f), . . . , LN(f)− линейные и Ω− выпуклое центрально-симметричное
множество с центром симметрии Q в линейном метрическом
пространстве. Пусть supf∈Ω0 L(f) < ∞, где Ω0 ≡ {f ; f ∈
Ω, Lk(f) =
= 0, k = 1, 2, ..., N}. Тогда существуют числа D1, . . . , DN , такие,
что

sup
f∈Ω
|L(f)−

N∑
k=1

DkLk(f)| = R(T ),
т. е. среди наилучших методов есть линейный.
Следствие. R(T ) = supf∈Ω0 Lf.

36



4. Элементы функционального анализа

В этом разделе приводится несколько разрозненных фактов из
функционального анализа, которые используются на протяжении
работы.
Теорема 4.1. Пусть X− нормированное пространство и X0−

конечномерное линейное множество в X. Каков бы ни был элемент
x ∈ X, в X0 найдется элемент x0, реализующий расстояние от x
до X0, т. е. такой, что ‖x− x0‖ = ρ(x,X0).
Множество X называется топологическим пространством, если

в нем выделена система
∑
подмножеств, называемых покрытия-

ми, которая удовлетворяет следующим трем условиям (аксиомам
топологического пространства):
1) пустое множество ∅ и все множество X входят в

∑
;

2) объединение любого числа открытых множеств − открыто;
3) пересечение конечного числа открытых множеств − открыто.
Топологическое пространство X называется хаусдорфовым (или

отделимым), если для любых двух различных элементов x1 и x2,
принадлежащих X, найдутся окрестность U1 элемента x1 и окрест-
ность U2 элемента x2, такие, что U1 ∩ U2 = ∅.
Множество K, расположенное в метрическом пространстве X,

называется компактным, если всякая бесконечная последователь-
ность элементов этого множества содержит сходящуюся подпосле-
довательность. Если пределы этих последовательностей принад-
лежат K, то оно называется компактным в себе, если пределы
этих последовательностей принадлежат пространству X, то го-
ворят, что множество K компактно относительно пространства
X.
Определение 4.1. Множество N метрического пространства

X называется ε-сетью для множества M того же пространства,
если для любой точки x ∈ M найдется точка xε ∈ M, такая, что
ρ(x, xε) < ε.
Теорема 4.2 (Хаусдорфа). Для компактности множества Ψ

метрического пространства E необходимо, а в случае полноты E и
достаточно, чтобы для любого числа ε > 0 существовала конечная
ε-сеть для множества Ψ.
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Глава 2

ОПТИМАЛЬНЫЕ МЕТОДЫ ВОССТАНОВЛЕНИЯ
ФУНКЦИЙ СО СТЕПЕННЫМ РОСТОМ
ПРОИЗВОДНЫХ У ГРАНИЦЫ ОБЛАСТИ

1. Определение поперечников и их основные свойства

Приближение класса функций Ψ конкретным способом аппрок-
симации (полиномами, тригонометрическими полиномами, сплай-
нами, вейвлетами и т. д.) не дает решения проблемы наилучшего
приближения класса функций Ψ n-мерным аппаратом приближе-
ния. Естественно, возникает задача построения для каждого клас-
са функций Ψ наилучшего способа аппроксимации. Эта задача свя-
зана с вычислением поперечников классов функций. Определение
поперечника класса функций Ψ в банаховом пространстве В было
введено А. Н. Колмогоровым в работе [97].
Для того чтобы ввести понятие поперечника, нам понадобится

следующее определение.
Пусть В− банахово пространство, A и A′− два множества в

пространстве В . Отклонением элемента x ∈ B от множества A′
называется величина

d(x,A′, B) = inf
y∈A′ ‖x− y‖.

Отклонением множества A ∈ B от множества A′ ∈ B называется
величина

d(A,A′, B) = sup
x∈A
d(x,A′, B).

Данное определение можно записать в виде

d(A,A′, B) = EA′(A) = sup
x∈A
inf
y∈A′ ‖x− y‖.

Обозначение EA′(A) используется, когда из контекста ясно, в ка-
ком банаховом пространстве B рассматривается отклонение мно-
жества A от множества A′.
Пусть В− банахово пространство, X ⊂ B, Ln− множество n-

мерных линейных подпространств пространства В . Пусть Xn ⊂
Ln, т. е. некоторое n-мерное линейное подпространство простран-
ства В . Пусть {ϕk}, k = 1, 2, . . . , n− базис подпространства Xn.
Тогда EXn(X)− точность аппроксимации X линейными комбина-

циями вида
n∑
k=1
αkϕk, где αk− вещественные или комплексные чи-

сла в зависимости от вида пространства В . Нижняя грань чисел
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EXn(X), когдаXn пробегает все множества L
n n-мерных линейных

подпространств пространства В и определяет поперечник Колмо-
горова

dn(X,B) = inf
Xn∈Ln

EXn(X).

Сказанное выше можно подытожить в виде следующего опреде-
ления.
Пусть B− банахово пространство, X ⊂ B− компакт, Π : X →

X̄− представление компакта X ⊂ B конечномерным простран-
ством X̄.
Определение 1.1 [82]. Пусть Ln− множество n-мерных линей-

ных подпространств пространства B. Выражение

dn(X,B) = inf
Ln
sup
x∈X
inf
u∈Ln ‖x− u‖,

где последний inf берется по всем подпространствам Ln размерно-
сти n, определяет n-поперечник Колмогорова.
Наряду с определением поперечника Колмогорова на протяже-

нии работы будут неоднократно использоваться линейный попе-
речник Колмогорова и поперечник Бабенко.
Определение 1.2. [82]. Пусть χ− множество всех n-мерных

линейных подпространств пространства B,Map(X, χ)− совокуп-
ность всех непрерывных отображений вида Π : X → X̄, где X̄ ∈ χ.
Выражение

d′n(X,B) = inf
(Ln,Π)

sup
x∈X
‖x− Π(x)‖,

где inf берется по всевозможным парам (Ln,Π), состоящим из n-
мерного линейного пространства Ln ⊂ B и непрерывного отобра-
жения Π : X → Ln, определяет линейный n-поперечник Колмого-
рова.
Определение 1.3. [82]. Пусть χ ∈ Rn. Выражение

δn(X) = inf
(Π:X→Rn)

sup
x∈X
diamΠ−1Π(x),

где inf берется по всем непрерывным отображениям Π : X → Rn,
определяет n-поперечник Бабенко.
Исторически первый поперечник был введен П. С. Урысоном

[90] в 1923 г. при исследовании фундаментальных задач теории
размерности.
Пусть An+1 = {α(λ)n+1}− совокупность всех конечных замкнутых

покрытий компакта X , имеющих кратность, не превышающую
n+1. Напомним, что, по определению, кратность покрытия не пре-
вышает k, если пересечение любых различных k+1 его элементов
пусто.
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Определение 1.4. Урысоновский поперечник Un(X) определя-
ется равенством

Un(X) = inf
α
(λ)
n+1∈An+1

diam(α
(λ)
n+1),

где
diam(α

(λ)
n+1) = sup

F∈αλn+1
diam(F ).

Размерность компакта X, следуя определению Урысона, опре-
деляется равенством

dim(X) = min{n : Un(X) = 0}.
Напомним, что для всякого множества A, принадлежащего нор-

мированному пространству E :

diam(A) = sup
a1,a2∈A

‖a1 − a2‖E.

Позднее, в 1933 г. П. С. Александровым были введены попереч-
ники Александрова − Урысона αn(X) и Александрова α̃n(X,B).
Прежде чем привести определение этих поперечников, напо-

мним, следуя [60], oпределение полиэдра.
Определение 1.5. Полиэдром P n называется объединение ло-

кально конечного семейства выпуклых многогранников в n-мерном
пространстве Rn. Здесь под выпуклым многогранником понима-
ется пересечение конечного числа замкнутых полупространств в
случае, если это пересечение ограничено, а локальная конечность
семейства означает, что каждая точка Rn имеет окрестность, пе-
ресекающуюся лишь с конечным числом многогранников.
Определение 1.6. Пусть X− компакт. Пусть {ξ}− класс всех

полиэдров размерности не выше n и {Π} = Map(X, ξ). Тогда n-
поперечник Александрова − Урысона определяется формулой

αn(X) = inf
(Pn,Π)

sup
x∈X
diamΠ−1Π(x),

где inf берется по всевозможным парам (P n,Π), состоящим из по-
лиэдра P n размерности не выше n и непрерывного отображения
Π : X → P.
Определение 1.7. Пусть B− банахово пространство, X− ком-

пакт. Пусть ξ− класс всех лежащих в B полиэдров размерности не
выше n и Π = Map(X, ξ). Александровский n-поперечник α̃n(X,B)
определяется формулой

α̃n(X,B) = inf
(Pn,Π)

sup
x∈X
‖x− Π(x)‖,
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где inf берется по всевозможным парам (P n,Π), состоящим из ле-
жащего в B полиэдра P n, размерности не превосходящего n и не-
прерывного отображения Π : X → P n.
Результаты, связывающие теорию размерности и поперечники,

изложены в книге П. С. Александрова, Б. А. Пасынкова [3].
В общей теории оптимальных алгоритмов [89] широкое приме-

нение получили поперечники Гельфанда.
Предварительно напомним определение коразмерности линейно-

го подпространства А нормированного пространства Е .
Пусть А− линейное подпространство в нормированном про-

странстве Е . Тогда в Е существует подпространство A⊥ (воз-
можно не единственное) такое, что E = A

⊕
A⊥. При этом под-

пространство A⊥ изоморфно фактор-пространству E/A. Подпро-
странство A⊥ называется алгебраическим дополнением подпро-
странства A.
Определение 1.8. Коразмерностью подпространства A назы-

вается величина

codimA = dimA⊥ = dimE/A.

Определение 1.9 [89]. Пусть X− выпуклое, центрально-
симмет-
ричное подмножество в нормированном пространстве Е . Величина

dn(X,E) = inf
An
sup
x∈X∩An

‖x‖,

где An− подпространство в Е с codim (An) ≤ n, называется
n-поперечником множества X по Гельфанду.
В приложениях часто бывает полезной следующая модификация

поперечника Гельфанда.
Определение 1.10 [82]. Пусть ξ = {Rn}, а класс операторов

Π задается как совокупность сужений на Х всевозможных линей-
ных отображений l : B → Rn. Тогда n-поперечник по Гельфанду
определяется выражением

γn(X,B) = inf
(l:B→Rn)

sup
x∈X
diam l−1l(x),

где inf берется по всевозможным отображениям l : X → Rn, явля-
ющимся сужением на Х линейных отображений l : B → Rn.
Из определений 1.3 и 1.10 следует [82], что

γn(X,B) ≥ δn(X). (1.1)

В работе [80] В. Н. Темляков ввел понятие Фурье-n-поперечника.
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Пусть E− нормированное пространство с единичным шаром U,
Ψ− некоторое выпуклое, центрально-симметричное подмножество
E. Пусть существует гильбертово пространство H, всюду плотное
в E и Ψ ∈ H.
Определение 1.11. Фурье-n-поперечником множества Ψ назы-

вается величина

ϕn(Ψ, E) = inf
Ln∈Linn(H)

sup
x∈Ψ
‖x− PrLnx‖,

где PrLnx− ортогональная проекция элемента x на подпростран-
ство Ln, а inf берется по всем подпространствам H размерности
не выше n.
В книге [82] исследована связь между поперечниками Алексан-

дрова, Александрова − Урысона, Бабенко, Гельфанда, Колмогоро-
ва и Урысона, которую можно сформулировать в виде следующего
утверждения.
Теорема 1.1 [82]. Пусть B− банахово пространство, X− ком-

пакт в B. Справедливы следующие соотношения между попереч-
никами:

α̃n(X,B) ≤ αn(X) ≤ 2α̃n(X,B) ≤ 2dn(X,B);
δ2n+1(X) ≤ Un(X) = αn(X),
δn(X) ≤ 2dn(X,B).

Основное внимание в нашей работе уделяется поперечникам
Колмогорова и Бабенко.
Как уже отмечалось выше, поперечник Колмогорова был введен

в работе [97]. В ней же было вычислено точное значение попереч-
ника dn(X,B), где B = L2([−π, π]), X = W̃ rL2(1).
С. Б. Стечкиным [78] были оценены поперечники класса W r1 (1)

в L2 и класса W r∞(1) в L∞. В. М. Тихомиров [84] вычислил точные
значения поперечников Колмогорова на классе W r(1). Поперечни-
ки dn(W rp (1), Lq) при различных значениях p и q вычислены В. М.
Тихомировым [84], [85],Ю. И. Маковозом [59], Р. С. Исмагиловым
[41], [42], Е. Д. Глускиным [35]. Окончательно результаты по вы-
числению поперечников Колмогорова dn(W rp (1), Lq) получены Б. С.
Кашиным [43] и В. Е. Майоровым [58]. Исследованию поперечни-
ков на классах функций многих переменных посвящены работы К.
И. Бабенко [10] и
В. Н. Темлякова [80], [81]. Подробные обзоры результатов по вычи-
слению поперечников на различных классах функций содержатся
в работах [11], [12], [22], [41], [50], [51], [81], [87], [89], [99].
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В работе К. И. Бабенко [11] поставлена задача вычисления попе-
речников на классе функций Qr(Ω,M). Эта задача решена в статье
автора [19]. Исследования по вычислению поперечников классов
функций с неограниченным ростом модулей производных в окрест-
ности границы области определения Ω приведены в [22], [24], [25].
Остановимся на некоторых общих свойствах поперечников Кол-

могорова.
Из определения 1.1 следует очевидное утверждение: если X

является n-мерным подпространством пространства В , то dn(X,B) =
0.
Также совершенно очевидно, что если компакт Х вложен в ком-

пакт Y (X ⊂ Y ), то dn(X,B) ≤ dn(Y,B).
Легко видеть, что

d0(X,B) ≥ d1(X,B) ≥ · · · ≥ dn(x,B) ≥ · · · .
Докажем следующее важное утверждение.
Лемма 1.1 [99]. Пусть В− банахово пространство. Если X ⊂

B− компакт, то dn(X,B)→ 0 при n→∞.
Доказательство. Из теоремы Хаусдорфа, приведенной в разде-

ле 4 главы 1 следует, что при любом ε (ε > 0) существует конеч-
ная
ε-сеть для компакта X. Пусть эта сеть состоит из n элементов. То-
гда размерность подпространства Y ⊂ B, образованного линейной
оболочкой, составленной из элементов ε-сети, имеет размерность
m ≤ n.
Следовательно,

dn(X,B) ≤ EY (X) ≤ ε.
Таким образом, для любого ε (ε > 0) существует такой номер n

(n(ε)), что dn(X,B) ≤ ε.
Лемма доказана.
Оценки поперечников для многих классов функций основаны на

следующем утверждении.
Теорема 1.2 [99]. Если U− единичный замкнутый шар с цен-

тром в начале координат в банаховом пространстве В и если раз-
мерность U больше n, то

dn(U,B) = 1.

Доказательство. Пусть Xn− некоторое n-мерное подпро-
странство пространства В и пусть y− элемент пространства В , не
принадлежащий Xn. Известно (см. теорему 4.1 главы 1), что если
B− банахово пространство, то существует элемент xn ∈ Xn, та-
кой, что ‖y − xn‖ = ρ(y,Xn). Так как y 6∈ Xn, то ‖y − xn‖ = α > 0.
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Введем элемент z = (y − xn)/α. Очевидно ‖z‖ = 1, т. е. z ∈ U.
Покажем, что ρ(z,Xn) = 1, т. е. ближайшим к элементу z эле-
ментом из Xn является нулевой элемент. Предположим противное,
т. е. предположим, что существует элемент zn ∈ Xn, такой, что
‖z− zn‖ = β < 1. Тогда из равенства β = ‖z − zn‖ = ‖y−xnα − zn‖ =
1
α
‖y − xn − αzn‖ имеем ‖y − (xn + αzn)‖ = αβ < α, что невозмож-
но, так как (xn + αzn) ∈ Xn, а наилучшее приближение элемента
y ∈ B элементами подпространства Xn равно α. Из полученного
противоречия следует, что ρ(z,Xn) =
= 1. Тем более EXn(U) = 1. Так как Xn произвольное n-мерное
подпространство банахова пространства В , то dn(U,B) = 1.
Теорема доказана.
При оценках снизу поперечников Бабенко потребуются некото-

рые факты из комбинаторной топологии, которые приведем без
доказательства.
Теорема 1.3 ( Теорема Лебега − Брауэра) [82]. Если Qn−

− n-параллелепипед, то dimQn = n.
Теорема 1.4 (Теорема Лебега о покрытиях) [82]. Пусть

никакой элемент конечного замкнутого покрытия α = {Ak} (n+1)-
параллелепипедаQn+1 не пересекается с двумя противоположными
гранями. Тогда кратность этого покрытия не меньше чем n+ 2.
Следствием этих утверждений является теорема Борсука.
Теорема 1.5 (Теорема Борсука) [82]. Пусть отображение

Π : Qn+1 → Rn непрерывно. Существуют такие лежащие на про-
тивоположных гранях параллелепипеда Qn+1 точки q1 и q2, что
Π(q1) = Π(q2).
Другой способ оценки снизу поперечников Колмогорова опира-

ется на утверждение, которое приведем, следуя [99].
Напомним, что определение компактного хаусдорфова простран-

ства дано в разделе 4 главы 1.
Лемма 1.2 [99]. Пусть B− xаусдорфово компактное простран-

ство, Ψ− класс функций, принадлежащих C(B). Пусть в B суще-
ствует n+1 точка x0, x1, x2, . . . , xn и пусть существует такое поло-
жительное число ε(ε > 0) со следующими свойствами: для любой
последовательности знаков λi = ±1, i = 0, 1, 2, . . . , n, существует
функция f(x) ∈ Ψ, такая, что

sign f(xi) = λi, |f(xi)| ≥ ε, i = 0, 1, 2, . . . , n. (1.2)

Тогда в пространстве C(B)

dn(Ψ, C(B)) ≥ ε.
Доказательство. Пусть Xn− произвольное n-мерное подпро-

странство пространства C с базисом ϕ1, ϕ1, . . . , ϕn. Рассмотрим
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систему из n линейных уравнений с n+ 1 неизвестными
n∑
l=0

clϕk(xl) = 0, k = 1, . . . , n. (1.3)

Очевидно, система уравнений (1.3) имеет нетривиальное реше-
ние
c∗0, c∗1, . . . , c∗n, такое, что

n∑
k=0
|c∗k| = 1. Выберем систему чисел λj, j =

= 0, 1, . . . , n, такую, что λjc∗j ≥ 0. Пусть функция f ∗(x) удовлетво-
ряет условию (1.2) при данных λj, j = 0, 1, . . . , n. Тогда

‖f ∗(x)−
n∑
l=1

αlϕl(x)‖ ≥
n∑
k=0

|c∗k||f ∗(xk)−
n∑
l=1

αlϕl(xk)| ≥

≥ |
n∑
k=0

(c∗kf
∗(xk)−

n∑
l=1

c∗kαlϕl(xk))| =

= |
n∑
k=0

c∗kf
∗(xk)−

n∑
l=1

αl
n∑
k=0

c∗kϕl(xk)| =

= |
n∑
k=0

c∗kf
∗(xk)| = ε|

n∑
k=0

c∗kλk| = ε
n∑
k=0

|c∗k| = ε,
где (α1, . . . , αn)− произвольный n-мерный вектор.
Из произвольности вектора (α1, . . . , αn) следует, что отклонение

функции f ∗(x) от подпространства Xn не меньше ε.
Лемма доказана.
При оценке сверху поперечников Колмогорова часто использу-

ется следующее утверждение.
Теорема 1.6 [37]. Пусть Xn+1−(n+1)-мерное подпространство

банахова пространства B и пусть Un+1− замкнутый единичный
шар в Xn+1. Тогда

dn(Un+1, B) = 1.

Доказательство этого утверждения основано на теореме Борсу-
ка, которую приведем в следующем изложении, несколько отлич-
ном от данного ранее.
Пусть

∑
n означает единичную сферу x21 + · · · + x2n+1 = 1 в (n +

1)-мерном евклидовом пространстве En+1. Рассмотрим n-мерные
векторные поля на

∑
n . Векторное поле P (y) определено на

∑
n, если

каждому элементу y ∈ ∑n ставится в соответствие элемент P (y),
принадлежащий некоторому фиксированному n-мерному банахову
пространству Xn.
Теорема 1.7 (Борсука). Пусть P (y)− непрерывное n-мерное

векторное поле, определенное на
∑
n, пусть P (y)− нечетно, т. е.
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P (−y) =
= −P (y) для всех y ∈ ∑n . Тогда существуют такие точки y∗ ∈ ∑n,
которые отображаются векторным полем P (y) в нуль: P (y∗) = 0.
Наряду с леммой 1.2 и теоремой 1.6 при исследовании поперечни-

ков Колмогорова используется следующее утверждение, принадле-
жащее Ю. И. Маковозу [59].
Теорема 1.8. Пусть L− линейное нормированное простран-

ство,
∑n−1− единичная сфера (с центром в нуле) некоторого n-

мерного банахова пространства. Пусть дано непрерывное нечетное
отображение f :

∑n−1 → L, k = f(∑n−1). Положим h = min
x∈k (‖x‖).

Тогда dm(k, L) > h при m < n.
Обозначим через lnp пространство Rn векторов x = (x1, x2, . . . , xn)

с нормой

‖x‖lnp =

(
n∑
k=1
|xk|p)1/p при 1 ≤ p <∞,

max
1≤k≤n |xk| при p =∞.

Через Bnp обозначим единичный шар в l
n
p .

Для «конечномерных» поперечников справедливы следующие
оценки [43, с. 334 − 335].
Теорема 1.9. Пусть 1 ≤ n < m <∞.
Справедливо неравенство

dn(B
m
2 , l

m
∞) ≤

C√
n

(
1 + ln

m

n

)3/2
.

Теорема 1.10. Пусть 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞. Тогда

dn(B
2n
p , l

2n
q ) ³


1, если q ≤ 2,
n−

1
2+

1
q , если p ≤ 2, q > 2,

n−
1
p
+ 1
q , если p > 2.

2. Поперечники на классе Qr,γ,p([−1,1],M) функций одной
переменной

Теорема 2.1 [19], [22], [24]. Пусть Ω = [−1, 1]. Справедлива
оценка δn(Qr(Ω,M)) ³ dn(Qr(Ω,M), C) ³ n−2r−1.
Доказательство. Вначале оценим снизу поперечник δn(Qr(Ω,M)).

Разделим сегмент [−1, 1] на 2n+2 части точками tk = −1+(k/(n+
+1))v, k = 0, 1, . . . , n + 1, tk = 1− ((2(n+ 1)− k)/(n+ 1))v, k =
= n + 2, . . . , 2n + 2, v = (2r + 1)/r. Обозначим через ∆k сегменты
∆k =
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= [tk, tk+1], k = 0, 1, . . . , 2n+1. На сегментах∆k, k = 0, 1, . . . , 2n+1,
построим функции

ϕk(t) =

 A
((t−tk)(tk+1−t))s
hskd(t

′
k,Γ)

γ при t ∈ ∆k,
0 при t ∈ [−1, 1] \∆k.

Здесь hk = |tk+1 − tk|, k = 0, 1, . . . , 2n + 1, s = 2r + 1, γ = r + 1,
t′k = (tk+tk+1)/2, d(t,Γ)− расстояние от точки t до концов сегмента
[−1, 1]; константа А подбирается таким образом, чтобы функции
ϕk(t) ∈ Qr(Ω,M) при всех k = 0, 1, . . . , 2n+ 1.
Покажем, что такая константа существует. Для удобства даль-

нейших обозначений запишем функцию ϕk(t) на сегменте ∆k, k =
= 0, 1, . . . , 2n + 1, в виде ϕk(t) = Dk(t − tk)s(tk+1 − t)s. Воспользо-
вавшись формулой Лейбница для производных l-го (l = 1, 2, . . . , s)
порядка, имеем:

ϕ
(l)
k (t) = Dk

l∑
j=0

C lj((t− tk)s)(j)((tk+1 − t)s)(l−j) =

= Dk
l∑
j=0

(−1)l−j l!(s!)2

(j!)(l − j)!(s− j)!(s− l + j)!(t− tk)
s−j(tk+1− t)s−l+j.

Оценим по модулю функцию ϕ(l)k (t). Введя обозначение

F (l, j) = (−1)l−j l!(s!)2

j!(l − j)!(s− j)!(s− l + j)! ,

представим функцию ϕ(l)k (t) в виде

ϕ
(l)
k (t) = A

1

hsk(d(t
′
k,Γ))

γ

l∑
j=0

F (l, j)(t− tk)s−j(tk+1 − t)s−l+j.

Нетрудно видеть, что

|ϕ(j)k (t)| ≤ A
1

hsk(d(t
′
k),Γ)

γ

l∑
j=0

|F (l, j)|h2s−lk =

= A
hs−lk

(d(t′k,Γ))γ
F (l),

где F (l) =
l∑
j=0
|F (l, j)|.
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Очевидно,

hs−lk
(d(t′k,Γ))γ

=

((
k + 1

n+ 1

)v
−
(
k

n+ 1

)v)s−l 2γ(n+ 1)vγ

((k + 1)v + kv)γ
≤

≤ 2γvs−l

(n+ 1)v(s−l−γ)
(k +Θ)(v−1)(s−l)

(k + 1)vγ
≤

≤ 2γvs−l

(n+ 1)v(s−l−γ)
(k + 1)v(s−l−γ)

(k + 1)s−l
≤ 2γvs−l.

Следовательно,
|ϕ(l)k (t)| ≤ AF (l)2γvs−l.

Нетрудно видеть, что |ϕ(r)k (t)| ≤M1 для всех k = 0, 1, . . . , 2n− 1.
Из последних неравенств следует, что можно подобрать констан-

ту A, независящую от сегмента ∆k, k = 0, 1, . . . , 2n + 1, и такую,
что ϕk(t) ∈ Qr(Ω,M).
Покажем, что на каждом сегменте ∆k, k = 0, 1, . . . 2n + 1, мак-

симальное значение функции ϕk(t) не меньше Bn−s, где B− неко-
торая постоянная.
Пусть k = 0 (аналогично k = 2n+ 1). Тогда

‖ϕ0(t)‖C ≥ An
vγhs0
22s

=
A

22s
1

(n+ 1)s
.

Пусть k = 1, 2, . . . , 2n. Тогда

‖ϕk(t)‖C ≥ Ah
s
k

22s
1

((k + 1)/(n+ 1))(r+1)v
=

=
A

22s

((
k + 1

n+ 1

)v
−
(
k

n+ 1

)v)s 1

(k + 1)/(n+ 1)(r+1)v
≥

≥ Av
s

22s
(k +Θ)(v−1)s

(k + 1)(r+1)v
1

(n+ 1)v(s−r−1)
≥

≥ Av
s

22s

(
k

k + 1

)(r+1)(2r+1)/r 1

(n+ 1)(2r+1)
≥

≥ Avs

2s(3+1/r)
1

(n+ 1)s
.

Таким образом, при всех k, k = 0, 1, . . . 2n+ 1,

‖ϕk(t)‖C ≥ Avs

2s(3+1/r)
1

(n+ 1)s
.
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Обозначим через ξ(t) линейную комбинацию

ξ(t) =
2n+1∑
k=0

ξkϕk(t),

где |ξk| ≤ 1, k = 0, 1, . . . , 2n+ 1.
Нетрудно видеть, что ξ(t) ∈ Qr(Ω,M).
Семейство

ξ =

ξ(t) =
2n+1∑
k=0

ξkϕk(t); |ξk| ≤ 1, k = 0, 1, . . . , 2n+ 1


образует (2n+ 2)-параллелепипед, причем, как доказано выше,
ξ ∈ Qr(Ω,M).
Пусть Bk = max

t∈∆k
ϕk(t)(n + 1)

s. Очевидно, что в пространстве С

множество ξ имеет норму max
k

Bk
(n+1)s .

Рассмотрим линейное пространство

L2n+2 =
{
ξ̄ : ξ̄ = (ξ0B0, ξ1B1, . . . , ξ2n+1B2n+1)

}
с нормой ‖ξ̄‖ = max

k

(
Bk
(n+1)s |ξk|

)
. Отображение P = ξ → L2n+2

определяется равенством P (ξ(t)) = ξ̄. Нетрудно видеть, что это
отображение является изометрическим. Очевидно также, что ξ̄ =
{ξ̄ : |ξk| ≤
≤ 1, k = 0, 1, . . . , 2n+1} является (2n+2)-параллелепипедом. Рас-
стояние между любой парой его противоположных граней не мень-
ше 2B∗/(n+ 1)2r+1, где B∗ = min

k
Bk.

Для вычисления поперечника δ2n+1(Qr(Ω,M)) нужно заметить,
что по определению поперечника Бабенко банахово пространство
C отображается непрерывным оператором Π в R2n+1. При этом
(2n+ 2)-параллелепипед отображается также в R2n+1. По теореме
Борсука при этом две точки q1 и q2, лежащие на противоположных
гранях параллелепипеда ξ̄, отображаются в одну: Π(q1) = Π(q2).
Пусть точки

(ξ0, ξ1, . . . , ξj−1, 1, ξj+1, . . . , ξ2n+1) (2.1)

и
(ξ0, ξ1, . . . , ξj−1,−1, ξj+1, . . . , ξ2n+1), (2.2)

отображаются в точку

(ξ∗0, ξ
∗
1 , . . . , ξ

∗
j−1, η

∗
j , ξ
∗
j+1, . . . , ξ

∗
2n+1), (2.3)
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где ξ∗0 , ξ∗1 , . . . , ξ∗j−1, ξ∗j+1, . . . , ξ∗2n+1, η∗j− некоторые фиксированные
числа.
Таким образом, прообразом вектора (2.3) могут быть как вектор

(2.1), так вектор (2.2). Следовательно, диаметр множества
Π−1(ξ∗0 , ξ∗1 , . . . , ξ∗j−1, η∗j , ξ∗j+1, . . . , ξ∗2n+1) будет не меньше 2.
Учитывая нормировку множества ξ(t), легко замечаем, что рас-

стояние между двумя противоположными гранями в параллелепи-
педе ξ(t) не меньше 2B∗

(n+1)2r+1
. Следовательно,

δ2n(Qr(Ω,M)) ≥ δ2n+1(Qr(Ω,M)) ≥ 2B∗

(n+ 1)2r+1
.

Таким образом доказано, что при любом натуральном n

δn(Qr(Ω,M)) ≥ C

n2r+1
, C = const.

Построим непрерывный сплайн, приближающий функции из
класса Qr(Ω,M) с точностью An−2r−1 и имеющий N = 4nr + 2n−
2r − 2 параметров. Для этого разделим сегмент [−1, 1] на 2n ча-
стей точками tk = −1 + (k/n)v и τk = 1 − (k/n)v, k = 0, 1, . . . , n,
где v = (2r + 1)/r. На сегменте [−1, t1] (соответственно [τ1, 1])
функция f ∈ Qr(Ω,M) приближается интерполяционным полино-
мом Pr(t, [−1, t1])(Pr(t, [τ1, 1])), который строится следующим обра-
зом. Пусть на сегменте [−1, 1] задана функция ϕ(t) ∈ W r. Обо-
значим через ζk(k = 1, 2, . . . , r) нули полинома Чебышева пер-
вого рода степени r, наименее уклоняющегося от нуля на сег-
менте [−1, 1]. Отобразим сегмент [ζ1, ζr] ⊂ [−1, 1] на сегмент
[−1, t1]([τ1, 1]) таким образом, чтобы точки ζ1 и ζr перешли в
точки −1 и t1 (τ1 и 1). Точки, являющиеся образами точек ζi,
при отображении сегмента [ζ1, ζr] на сегмент [−1, t1]([τ1, 1]) обо-
значим через ζi

′, (ζi′′), i = 1, 2, . . . , r. По узлам {ζ ′i}({ζ ′′i }) строит-
ся интерполяционный полином степени r − 1, который обозна-
чается через Pr(t, [−1, t1])(Pr(t, [τ1, 1])). На остальных сегментах
[tk, tk+1]([τk+1, τk]) аппроксимация осуществляется интерполяцион-
ными полиномами
P2r+1(t, [tk, tk+1])(P2r+1(t, [τk+1, τk])). Построенный таким образом
сплайн обозначим через fN(t). Отметим, что частным случаем до-
казанной ниже теоремы 2.2 является неравенство ‖ f(t)−fN (t) ‖≤
≤ AN−2r−1.
Для завершения доказательства теоремы достаточно вспомнить

соотношение δn ≤ 2dn, приведенное в теореме 1.1.
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Следствие. Справедливы оценки

δn(W
r(M)) ³ dn(W r(M)) ³ n−r.

Доказательство. Справедливость следствия вытекает из того
очевидного факта, что классы функций W r(M) и Qr,γ(Ω,M),Ω =
= [−1, 1] совпадают при s = r, γ = 0.
Теорема 2.2. Пусть Ω = [−1, 1]. Тогда справедлива оценка

δn(Qr,γ(Ω,M)) ³ dn(Qr,γ(Ω,M)) ³ n−s.
Доказательство. Oценка δn(Qr,γ(Ω,M)) ≥ An−s следует из то-

го, что класс функций W s вложен в класс (Qr,γ(Ω,M)) и из оценки
поперечников Бабенко δn(W s) ≥ An−s, приведенной в предыдущем
следствии.
Построим непрерывный сплайн fN(t), приближающий функции

из класса Qr,γ(Ω,M) с точностью An−s и имеющий 2ns − 2n + 1
параметр.
Для этого разделим сегмент [−1, 1] на N = 2n частей точками

tk = −1+ (k/n)v и τk = 1− (k/n)v, k = 0, 1, . . . , n, где v = s/(s− γ).
Пусть ∆k = [tk, tk+1],∆∗k = [τk+1, τk], k = 0, 1, . . . , n− 1.
Сплайн fN(t) состоит из интерполяционных полиномов Ps(f,∆k),

Ps(f,∆
∗
k), k = 0, 1, . . . , n − 1, которые строятся следующим обра-

зом. В сегменте [a, b] аппроксимируем функцию f(t) интерполяци-
онным полиномом Ps(f, [a, b]) степени s−1, построенным по узлам
ζ ′l , l =
= 1, 2, . . . , s, являющимися образами узлов ζ1, . . . , ζs полинома Че-
бышева первого рода степени s, полученными при отображении
сегмента [ζ1, ζr] на сегмент [a, b].
Замечание. Узлы полиномов Чебышева первого рода выбраны

потому, что они обладают самой малой по порядку константой
Лебега.
Покажем, что ‖ f(t)− fN(t) ‖≤ AN−2r−1.
Рассмотрим в отдельности случаи, когда γ− целое число и когда

γ− нецелое число.
Вначале рассмотрим первый случай. Пусть k = 0. Тогда

‖f(t)− Ps(f,∆0)‖C(∆0) ≤
A

r!
hr0 = A

(
1

n

)vr
= A

(
1

n

)s
.

Аналогичная оценка справедлива и для сегмента ∆∗0.
Пусть k = 1, 2, . . . , n− 1. Тогда

‖f(t)− Ps(f,∆k)‖C(∆k) ≤
A

s!
hsk

(
n

k

)vγ
=
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=
A

s!

((
k + 1

n

)v
−
(
k

n

)v)s (n
k

)vγ
=

=
A

s!

v(k +Θ)v−1
nv

s (n
k

)vγ
≤ A

(
1

n

)s
.

Эта оценка справедлива для сегментов ∆∗k, k = 1, 2, . . . , n − 1.
Таким образом, при γ− целом справедлива оценка

‖f(t)− fN(t)‖C ≤ A 1
ns
.

Рассмотрим случай, когда γ− нецелое число. Оценка

‖f(t)− Ps(f,∆k)‖C(∆k) ≤ A
1

ns
,

справедливая при k 6= 0, доказывается повторением проведенных
выше рассуждений.
Остановимся на случае, когда k = 0. Воспользовавшись форму-

лой Тейлора с остаточным членом в интегральной форме, имеем:

‖f(t)− Ps(f,∆0)‖C(∆0) ≤ Aλs‖
1

r!

t∫
−1
(t− τ)rf (r+1)(τ)dτ‖C(∆0) ≤

≤ A‖
t∫
−1
(t− τ)r dτ

(1 + τ)µ
‖C(∆0) ≤ A

(
1

n

)v(r+1−µ)
≤ A

(
1

n

)s
.

Таким образом, и при γ− нецелом справедлива оценка

‖f(t)− fN(t)‖C([−1,1]) ≤ A
(
1

n

)s
.

Завершается доказательство теоремы точно так же, как доказа-
тельство предыдущей теоремы.
Теорема 2.3. Пусть Ω = [−1, 1]. Тогда справедлива оценка

δn(Q̄r,γ(Ω,M)) ³ dn(Q̄r,γ(Ω,M), C) ³ n−s.
Доказательство. Oценка δn(Q̄r,γ(Ω,M)) ≥ An−s следует из

оценки δn(Qr,γ(Ω,M)) ≥ An−s, полученной в теореме 2.2, так
как множество функций Qr,γ(Ω,M) вложено в множество функций
Q̄r,γ(Ω,M).
Для оценки сверху поперечника Колмогорова dn(Q̄r,γ(Ω,M), C)

построим непрерывный локальный сплайн, имеющий размерность
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O(n) и аппроксимирующий функции, принадлежащие компакту
Q̄r,γ(Ω,M) с точностью O(n−s).
Покроем сегмент [−1, 1] более мелкими сегментами ∆k =

[tk, tk+1] и ∆∗k = [τk+1, τk], где tk = −1 + (k/n)v, τk = 1 − (k/n)v,
k = 0, 1, . . . , n, v = s/r. Сегменты ∆0 и ∆∗0 покроем еще бо-
лее мелкими сегментами ∆0,j = [t0,j, t0,j+1], t0j = −1 + j(1/n)v/L,
∆∗0,j = [τ0,j+1, τ0,j], τ0,j = 1−
−j(1/n)v/L, j = 0, 1, . . . , L− 1, L = [lnn].
В каждом из сегментов ∆0,j, j = 0, 1, . . . , L− 1, ∆k, ∆∗k, k =

= 1, 2, . . . , n−1,∆∗0,j, j = 0, 1, . . . , L−1, функция f(t) аппроксимиру-
ется интерполяционным полиномом Ps(f,∆0,j), j = 0, 1, . . . , L − 1,
Ps(f,∆k), Ps(f,∆

∗
k), k = 1, 2, . . . , n−1, Ps(f,∆∗0,j), j = 0, 1, . . . , L−1,

соответственно. Сплайн, составленный из этих полиномов, обозна-
чим через fn(t).
Выше было показано, что на сегментах ∆k, ∆∗k, k = 1, 2, . . . , n−

1, справедлива оценка ‖f(t) − fn(t)‖C ≤ An−s. Осталось оценить
‖f(t)−
−fn(t)‖C на сегментах∆0,j,∆∗0,j, j = 0, 1, . . . , L−1. Вначале оценим
‖f(t)− fn(t)‖C на сегменте ∆0,0. Очевидно,

‖f(t)− fn(t)‖C(∆0,0) ≤ AEs−1(f,∆0,0)λs−1,
где Es(f,∆0,0)− наилучшее приближение функции f(t) на сегменте
∆0,0 полиномами степени не выше s; λs− константа Лебега.
Известны [83] оценки наилучших приближений для функций,

производные которых имеют степенные и логарифмические осо-
бенности.
Однако для нашей цели достаточно ограничиться оценкой при-

ближения функции f(t) отрезком ряда Тейлора

Tr−1(f,∆0,0,−1) = f(−1)+ f
′(−1)
1!
(t+1)+ · · ·+ f

(r−1)(−1)
(r − 1)! (t+1)

r−1.

Воспользовавшись остаточным членом формулы Тейлора в ин-
тегральной форме, имеем:

|f(t)− Tr−1(f,∆0,0,−1)| ≤ 1

(r − 1)! |
t∫
−1
f (r)(v)(t− v)r−1dv| ≤

≤ 1

(r − 1)! |
t∫
−1
| ln(1 + v)|(t− v)r−1dv| ≤
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≤ 1
r!
(hr00| lnh00|+ hr00) ≤ B

1

ns lnr−1 n
,

где h0k = |t0,k+1 − t0,k|, k = 0, 1, . . . , L− 1.
Таким образом,

Er−1(f,∆0,0) ≤ B

ns lnr−1 n
и, следовательно,

‖f(t)− Ps(f,∆0,0)‖C(∆0,0) ≤
B

ns lnr−1 n
.

Перейдем теперь к оценке точности аппроксимации функции
f(t) ∈
∈ Qr,γ(Ω,M) сплайном fn(t) на сегментах ∆0,k, k = 1, 2, . . . , L− 1.
Очевидно,

‖f(t)− fn(t)‖C(∆0,k) ≤
Mλs−1
(1 + t0k)γ

hs0k ≤

≤ Mλs−1
kγ

(nv lnn)γ
(
1

nv lnn

)s
=

B

ns lnr n
.

Таким образом, построен непрерывный локальный сплайн fn(t),
аппроксимирующий функцию f(t) с точностью ‖f(t) − fn(t)‖C ≤
Bn−s.
Размерность сплайна fn(t) при целом γ равна 2(s+1)(n+[lnn]) =

= 2n(s+1)
(
1 + [lnn]

n

)
≤ 4(s+1)n. Поэтому d4(s+1)n(Q̄r,γ(Ω,M), C) ≤

≤ Bn−s и, следовательно, dn(Q̄r,γ(Ω,M), C) ≤ Bn−s.
Из проведенных выше выкладок следует, что справедливы не-

равенства
δn(Q̄r,γ(Ω,M)) ≥ Bn−s,
dn(Q̄r,γ(Ω,M), C) ≤ Bn−s.

Так как
δn(Q̄r,γ(Ω,M)) ≤ 2dn(Qr,γ(Ω,M), C),

то
δn(Q̄r,γ(Ω,M)) ³ dn(Qr,γ(Ω,M), C) ³ n−s.

Теорема доказана.
Теорема 2.4. Пусть Ω = [−1, 1],∞ ≥ p ≥ q ≥ 1, γ− целое число.

Справедлива оценка dn(Qr,γ,p(Ω,M), Lq) ³ n−s.
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Доказательство. Вначале вычислим поперечник
dn(Qr,γ,p(Ω,M), L1). Согласно теореме 1.8, для оценки снизу вели-
чины поперечника dn(Qr,γ,p(Ω,M), L1) нужно найти минимум по tk
норм
‖ ϕ(t) ‖L1, где ϕ пробегает множество функций, принадлежащих
Qr,γ,p(Ω,M) и обращающихся в нуль в n точках tk. Очевидно,
min
tk
‖ ϕ(t) ‖L1 не увеличится, если к точкам tk добавить еще 2M+1

точку ζ±k = ±1∓ (k/M)v, k = 0, 1, . . . ,M,L = [lnn],M =
= [n/L], v = (s + 1)/(s + 1 − γ). Обозначим через {wk}, k =
1, 2, . . . , N,
N = n+ 2M + 1, объединение точек {tk}(k = 1, 2, ..., n) и {ζ±l}, l =
= 0, 1, . . . ,M.
Введем функцию ψ∗(t), которая определяется на каждом сегмен-

те ∆k = [wk, wk+1], k = 0, 1, . . . , N − 1, формулой

ψ∗(t) = A
((t− wk)(wk+1 − t))s

(wk+1 − wk)s(d(Γ, (wk + wk+1)/2))γ ,

где d(Γ, (wk+wk+1)/2)− расстояние от границы Γ сегмента [−1, 1]
(т. е. от точек ±1) до точки (wk + wk+1)/2. Константа A подбира-
ется из требования, чтобы ψ∗ ∈ Qr,γ,p([−1, 1],M).
Нетрудно заметить, что

‖ ψ∗(t) ‖L1= A[
ζ−1∫
−1
|ψ∗(t)|dt+

M−1∑
k=1

ζ−k−1∫
ζ−k

|ψ∗(t)|dt+

+
M−1∑
k=1

ζk∫
ζk+1

|ψ∗(t)|dt+
1∫
ζ1

|ψ∗(t)|dt ≥

≥ A
 1

(d(Γ, ζ1))γ
1

(N0 + 1)s
+
M−1∑
k=1

1

(d(Γ, ζ−k−1))γ
1

(N−k + 1)s
+

+
M−1∑
k=1

1

(d(Γ, ζk+1))γ
1

(Nk + 1)s
+

1

(d(Γ, ζ1))γ
1

(N ∗0 + 1)s

 ≥ A
N s
,

где N0− число узлов tl на сегменте [−1, ζ−1]; N−k− число узлов tl
на сегменте [ζ−k, ζ−k+1], k = 1, 2, . . . ,M − 1; Nk− число узлов tl на
сегменте [ζk+1, ζk]; N ∗0− число узлов tl на сегменте [ζ1, 1].
Таким образом, dn(Qr,γ,p, (Ω,M), L1) ≥ AN−s, и следовательно,
dn(Qr,γ,p(Ω,M), Lp) ≥ dn(Qr,γ,p(Ω,M), L1) ≥ AN−s. (2.4)
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Построим сплайн, реализующий эту оценку. Разобьем сегмент
[−1, 1] на 2N частей точками tk = −1+(k/N)v, τk = 1−(k/N)v, k =
= 0, 1, 2, . . . , N, v = s/r. На каждом сегменте ∆k = [tk, tk+1] (анало-
гично ∆∗k = [τk+1, τk]), k = 1, 2, . . . , N, аппроксимация осуществля-
ется отрезком ряда Тейлора ϕk(t,∆k) = Ts−1(ϕ, [tk, tk+1], tk) (анало-
гично ϕ∗k(t,∆∗k) = Ts−1(ϕ, [τk+1, τk], τk), а на сегменте ∆0 отрезком
ряда Тейлора ϕN(t,∆0) = Tr−1(ϕ, [−1, t1], t1). Аналогично на сег-
менте ∆∗0 аппроксимация осуществляется отрезком ряда Тейлора
ϕ∗N(t,∆∗0) =
= Tr−1(ϕ, [τ1, 1], τ1). Сплайн, составленный из полиномов ϕN(t,∆0),
ϕN(t,∆k), ϕN(t,∆

∗
k), ϕN(t,∆

∗
0), обозначим через ϕN (t). Пользуясь

формулой Тейлора с остаточным членом в интегральной форме,
оценим на сегменте [tk, tk+1](k 6= 0) модуль разности:

|ϕ(t)− ϕN(t)| ≤ 1

(s− 1)!

∣∣∣∣∣∣∣
t∫
tk

ϕ(s)(v)(t− v)s−1dv
∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ 1

(s− 1)!
1

(1 + tk)γ

∣∣∣∣∣∣∣
t∫
tk

ϕ(s)(v)(t− v)s−1(1 + v)γdv
∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ A

(1 + tk)γ

 tk+1∫
tk

∣∣∣ϕ(s)(v)(1 + v)γ ∣∣∣p dv

1/p

(tk+1 − tk)s−1/p.

Отсюда N−1∑
k=1

tk+1∫
tk

| ϕ(t)− ϕN(t) |p dt

1/p

≤

≤ A
N−1∑
k=1

tk+1∫
tk

∣∣∣ϕ(s)(v)d(Γ, v)γ ∣∣∣p dv (tk+1 − tk)sp
(1 + tk)γp


1/p

≤

≤ AN−s ‖ ϕ(s)d(Γ, v)γ ‖Lp .
Рассмотрим сегмент [−1, t1] (сегмент [τ1, 1] рассматривается

аналогично)  t1∫
−1
|ϕ(t)− ϕN (t)|p dt


1/p

≤

≤
 1
r!

t1∫
−1

∣∣∣∣∣∣∣
t∫
−1
ϕ(r)(v)(t− v)r−1dv

∣∣∣∣∣∣∣
p

dt


1/p

≤
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≤ A(1 + t1)r+1/p ≤ AN−s(r+1/p)/r.
Из последних двух неравенств следует, что

‖ ϕ(t)− ϕN(t) ‖Lp≤ AN−s.
Так как q ≤ p, то

‖ϕ(t)− ϕN (t)‖Lq ≤ AN−s. (2.5)

Сопоставляя оценки (2.4), (2.5) и учитывая, что n = 2N, завер-
шаем доказательство теоремы.
Теорема 2.5. Пусть Ω = [−1, 1]. Справедливы оценки

dn(Qr,γ,p(Ω,M), Lq) ≥ A

n−s+1/p−1/q, если q ≤ 2,
n−s+1/p−1/2, если p ≤ 2, q > 2,
n−s, если p > 2.

Доказательство. Разобьем сегмент [−1, 1] на n = 2N частей
точками tk = −1+ (k/N)v, τk = 1− (k/N)v, v = (s− 1/p+1/q)/(s−
γ − 1/p+
+1/q). Обозначим через ϕ(t) бесконечно дифференцируемую функ-
цию с носителем [−1, 1], удовлетворяющую условию ‖ϕ(s)(t)‖Lp[−1,1] =
1. Введем функцию ϕk(t), равную нулю всюду, кроме сегмента
∆k(∆k =
= [tk, tk+1],∆

∗
k = [τk, τk+1], k = 0, 1, . . . , N − 1), а на сегменте ∆k

определяемую формулой
(
hk

2

)s−1/p
ϕ

−1 + 2(t− tk)
hk

 ,
где hk = tk+1 − tk, h∗k = τk − τk+1, k = 0, 1, . . . , N − 1.
Аналогичным образом функция ϕ∗k(t) определяется на сегментах

∆∗k, k = 0, 1, . . . , N − 1.
Через ϕ̃k(t) обозначим функцию

ϕ̃k(t) =


ϕk(t)

((k+1)/N)vγ при t ∈ ∆k,
0 при t = [−1, 1]\∆k,

k = 0, 1, . . . , N − 1.
Аналогичным образом определяется функция

ϕ̃∗k(t) =


ϕ∗k(t)
((k+1)/N)vγ при t ∈ ∆∗k,
0 при t ∈ [−1, 1]\∆∗k,
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k = 0, 1, . . . , N − 1.
Нетрудно видеть, что функции ϕ̃k, ϕ̃∗k ∈ Qr,γ,p(Ω,M).
Введем функцию ϕ̄k(t), определяемую формулой ϕ̄k(t) = ϕ̃k−1(t)

при t ∈ ∆k, k = 1, 2, . . . , N, ϕ̄k(t) = ϕ̃∗2N−k(t) при t ∈ ∆∗2N−k, k =
= N + 1, . . . , 2N.
В результате достаточно громоздких вычислений получаем

оценку

∫
∆k

|ϕ̄k(t)|q dt

1/q

³
∫
∆∗k

|ϕ̄∗k(t)|q dt

1/q

³ N−s+1/p−1/q, (2.6)

справедливую при всех k.
Рассмотрим множество функций

ψ∗(t) =
2N∑
k=1

ckϕ̄k(t), (2.7)

где
2N∑
k=1
| ck |p= 1.

Выше (см. теорему 1.10) была приведена оценка поперечников
эллипсоидов

dn(B
2n
p , l

2n
q ) ³


1 при q ≤ 2,
n−1/2+1/q при p ≤ 2, q > 2,
n−1/p+1/q при p > 2.

(2.8)

Из (2.6) − (2.8) следует оценка

dn(Qr,γ,p([−1, 1],M), Lq) ≥ A

n−s+1/p−1/q, если q ≤ 2,
n−s+1/p−1/2, если p ≤ 2, q > 2,
n−s, если p > 2.

Теорема доказана.
В ряде случаев удается оценить сверху поперечник Колмогорова

и построить сплайн, реализующий соответствующую оценку.
Теорема 2.6. Пусть Ω = [−1, 1], 1 ≤ p < q ≤ 2, γ− целое число.

Справедлива оценка

dn(Qr,γ,p(Ω,M), Lq) ³ n−s+1/p−1/q.
Доказательство. Оценка снизу получена в предыдущей тео-

реме. Построим сплайн, реализующий эту оценку.
Разобьем сегмент [−1, 1] на сегменты ∆k = [tk, tk+1], k = 0, 1, . . . ,

2N−1, где tk = −1+(k/N)v, k = 0, 1, . . . , N, tk = 1−((2N−k)/N)v,
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k = N,N +1, . . . , 2N, v = (s− 1/p+1/q)/(s− 1/p+1/q− γ). Функ-
цию ϕ(t) будем аппроксимировать сплайном ϕN(t), введенным при
доказательстве теоремы 2.4. На сегменте ∆k при 1 ≤ k ≤ N − 1
справедливо неравенство
tk+1∫
tk

|ϕ(t)− ϕN (t)|q dt ≤ A
tk+1∫
tk

∣∣∣∣∣∣∣
t∫
tk

(t− u)s−1ϕ(s)(u)(1 + u)γdu
| 1 + tk |γ

∣∣∣∣∣∣∣
q

dt ≤

≤ A(N/k)vγq
 tk+1∫
tk

∣∣∣ϕ(s)(u)(1 + u)γ ∣∣∣p du

q/p

hsq+2−qk ≤

≤ AN−q(s−1/p+1/q)
 tk+1∫
tk

∣∣∣ϕ(s)(u)(1 + u)γ ∣∣∣p du

q/p

.

Аналогичная оценка справедлива и для сегментов ∆k, k = N+
+1, . . . , 2N − 2. При k = 0 (аналогично при k = 2N − 1) имеем

t1∫
−1
|ϕ(t)− ϕN(t)|q dt ≤ A(1/N)vqr+1 ≤ AN−(s−1/p+1/q)q.

Из полученных оценок следует, что 1∫
−1
|ϕ(t)− ϕN (t)|q dt


1/q

≤ AN−(s−1/p+1/q)+

+AN−(s−1/p+1/q)
2N−2∑
k=1

 tk+1∫
tk

∣∣∣ϕ(s)(u)(d(u,Γ))γ ∣∣∣p du

q/p

1/q

≤

≤ AN−(s−1/p+1/q)(‖ ϕ(s)(u)(d(u,Γ))γ ‖Lp +1).
Теорема доказана.
Теорема 2.7. Пусть Ω = [−1, 1], ∞ > p ≥ q ≥ 1. Справедлива

оценка dn(Q̄r,γ,p(Ω,M,Lq)) ³ n−s.
Доказательство.Оценка снизу поперечника dn(Q̄r,γ,p(Ω,M,Lq))

следует из теоремы 2.4 и того факта, что пространствоQr,γ,p(Ω,M)
вкладывается в пространство Q̄r,γ,p(Ω,M). Для получения оцен-
ки сверху поперечника dn(Q̄r,γ,p(Ω,M,Lq)) воспользуемся сплайном
fn(t), построенным при доказательстве теоремы 2.4. При этом бы-
ло показано, что ‖f(t) − fn(t)‖C[−1,1] ≤ Bn−s. Для завершения до-
казательства осталось повторить рассуждения, приведенные при
доказательстве теоремы 2.6.
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Теорема 2.8. Пусть Ω = [−1, 1], p ≤ 2, q > 2, γ− целое число.
Справедлива оценка dn(Qr,γ,p(Ω,M), Lq) ³ n−s−1/2+1/p.
Прежде чем приступить к доказательству теоремы 2.8, прове-

дем, следуя работам [41], [43], [58], сведение задачи об оценке свер-
ху поперечника Колмогорова dn к «конечномерной» задаче вычи-
сления поперечника dn(Bmp , l

m
q ).

Разобьем сегмент [−1, 1] на сегменты ∆l = [tl, tl+1] и ∆∗l =
[τl+1, τl],
(l = 0, 1, . . . , 2k − 1), где tl = −1 + (l/2k)v, τl = 1 − (l/2k)v,
l = 0, 1, . . . , 2k, k = 1, 2, . . . , v = (s− 1/p+ 1/q)/(s− 1/p+ 1/q − γ).
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Обозначим через Ps(ϕ, [−1, 1]) полином степени s − 1, интерпо-
лирующий функцию ϕ(t) по узлам полинома Чебышева первого
рода. Через Ps(ϕ,∆l) (Ps(ϕ,∆∗l )) обозначим полином, полученный
из
Ps(ϕ, [−1, 1]) при аффинном преобразовании [−1, 1] на ∆l, (∆∗l ). Че-
рез ϕ2k(t) обозначим сплайн, который на каждом сегменте ∆l(∆

∗
l )

совпадает с полиномом Ps(ϕ,∆l), (Ps(ϕ,∆∗l )), l = 0, 1, . . . , 2k−1. Из
выкладок, приведенных при доказательстве теоремы 2.6, следует,
что

‖ ϕ(t)− ϕN(t) ‖Lq≤ A2(−s+1/p−1/q)k.
Обозначим через Ss2(N+1) пространство всех функций f(x),

совпадающих на каждом полуинтервале (tk, tk+1], (τk+1, τk], k =
0, 1, . . . , 2N − 1 с некоторым многочленом степени s− 1.
Введем норму

‖ f ‖N,α=

=

2N−1∑
i=0

hi
s−1∑
j=0

(∣∣∣∣∣f
(
−1 +

(
i

2N

)v
+ j
hi

s

)∣∣∣∣∣
α

+

∣∣∣∣∣f
(
1−

(
i+ 1

2N

)v
+ j
hi

s

)∣∣∣∣∣
α)1/α ,

где 1 ≤ α <∞, hi = ((i+ 1)v − iv)/2Nv, i = 0, 1, . . . , 2N − 1.
Эта норма превращает множество Ss2N+1 в банахово простран-

ство Sαs2N+1.
Используя [41], докажем следующее утверждение.
Лемма 2.1. Справедливы неравенства

A ‖ f(x) ‖N,p≤‖ f(x) ‖Lp≤ B ‖ f(x) ‖N,p, (2.9)

где числа A и B положительны и зависят только от s и p.
Доказательство. Рассмотрим в пространстве Ps полиномов,

определенных на сегменте [0, 1], степень которых не превышает
s− 1, две нормы:

‖f‖p =
 1∫
0

|f(x)|p dx

1/p

и

‖f‖N,p =
s−1∑
j=0

|f(j/s)|p
1/p .

Они эквивалентны (как и любые две нормы в конечномерном про-
странстве), т. е.

A‖f‖N,p ≤ ‖f‖p ≤ B‖f‖N,p,
где константы A и B зависят только от s и p.
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Пусть f(u)− полином степени s − 1, u ∈ (τk+1, τk], k =
0, 1, . . . , 2N . (Aналогичные рассуждения проводятся для промежут-
ков (tk, tk+1], k =

= 0, 1, . . . , 2N). Сделаем в интеграле
τk∫
τk+1
|f(u)|p dτ замену перемен-

ной u = τk+1 + hkx, где hk = τk − τk+1. Тогда

Aphk
s−1∑
j=0

∣∣∣∣∣f
(
τk+1 + hk

j

s

)∣∣∣∣∣
p

≤
τk∫
τk+1

|f(u)|p du =

= hk

1∫
0

|f(τk+1 + hkx)|p dx ≤ Bphk
s−1∑
j=0

∣∣∣∣∣f(τk+1 + hk js)
∣∣∣∣∣
p

.

Следовательно,

Ap
2N−1∑
i=0

hi
s−1∑
j=0

(∣∣∣∣∣f
(
τi+1 + hi

j

s

)∣∣∣∣∣
p

+

∣∣∣∣∣f
(
ti + hi

j

s

)∣∣∣∣∣
p)
≤

≤
2N−1∑
i=0

 ti+1∫
ti

|f(u)|p du+
τi∫
τi+1

|f(u)|p du
 ≤

≤ Bp
2N−1∑
i=0

hi
s−1∑
j=0

(∣∣∣∣∣f
(
τi+1 + hi

j

s

)∣∣∣∣∣
p

+

∣∣∣∣∣f
(
ti + hi

j

s

)∣∣∣∣∣
p)
,

т. е. A‖f(u)‖N,p ≤ ‖f(u)‖Lp ≤ B‖f(u)‖N,p.
Лемма доказана.
Лемма 2.2. Любая функция ϕ(x) ∈ Qr,γ,p([−1, 1],M) представи-

ма в виде равномерно на [−1, 1] сходящегося ряда

ϕ(x) =
∞∑
i=0

fk(x), x ∈ [−1, 1], (2.10)

где fk ∈ Ss2k+1 и ‖fk‖Lq ≤ A2k(−s+1/p−1/q), ‖fk‖Lp ≤ A2−ks;A− поло-
жительная постоянная, зависящая только от r, γ и p.
Доказательство. Выше каждой функции ϕ(x) ∈ Qr,γ,p(Ω,M)

был поставлен в соответствие сплайн ϕ2k(x), такой, что

‖ϕ(x)− ϕ2k(x)‖Lq ≤ A2k(−s+1/p−1/q).
Полагая f0(t) = ϕ1(t) и fn(t) = ϕ2n(t)− ϕ2n−1(t), получаем пред-

ставление функции ϕ(t) в виде ряда (2.10).
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Очевидно

‖fn(t)‖Lq ≤ ‖ϕ(t)−ϕ2n(t)‖Lq +‖ϕ(t)−ϕ2n−1(t)‖Lq ≤ A2−n(−s+1/p−1/q).
Лемма доказана.
Лемма 2.3. Пусть s > 1/p−1/q, n, nk− целые неотрицательные

числа, удовлетворяющие условию
∞∑
k=0
nk ≤ n. Тогда

dn(Qr,γ,p([−1, 1],M), Lq) ≤ A
∞∑
k=0

2−skdnk(B
s22k

p , L
s22k

q ), (2.11)

где A зависит только от p, q, s.
Доказательство. Банахово пространство Sps2N+1 изоморфно

и изометрично пространству ls2
N+1

p . Согласно определению nN -
поперечника для любого ε > 0 существует такое nN -мерное под-
пространство LnN ⊂⊂ Ss2N+1, что

d(B(Sps2N+1), LnN , S
q
s2N+1) ≤ dnN (Bs2

N+1

p , Lqs2N+1) + ε, (2.12)

где B(Sps2N+1)− единичный шар пространства Sps2N+1, через Bnp обо-
значается множество B(lnp ). Напомним, что

d(K,Ln, L) = sup
x∈K

d(x, Ln, L), d(x, Ln, L) = inf(‖x− y‖L : y ∈ Ln).

Положим Ln =
∑
k
Lnk . Тогда dim Ln ≤ n и можно считать, что

dim Ln = n. Оценим отклонение произвольной функции ϕ(t) ∈
∈ Qr,γ,p([−1, 1],M) от Ln в метрике пространства Lq.
Из неравенства (2.12) следует, что для каждой функции fk из

разложения (2.10) существует такая функция fnk ∈ Lnk , что
‖fk − fnk‖k,q ≤ A‖fk‖k,pdnk(Bs2

k+1

p , ls2
k+1

q ) + ε.

Применяя лемму 2.2, перепишем это неравенство в виде:

‖fk − fnk‖k,q ≤ A‖fk‖pdnk(Bs2
k+1

p , ls2
k+1

q ) + ε.

Воспользовавшись оценкой ‖fk‖p, приведенной в лемме 2.2, име-
ем:

‖fk − fnk‖ ≤ A2−sk(dnk(Bs2
k+1

p , ls2
k+1

q ) + ε).
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Положим ϕ(t) =
∞∑
k=0
fnk(t), причем сумма содержит лишь конеч-

ное число ненулевых функций. Тогда

‖ ϕ(t)− ϕ(t) ‖≤ A
∞∑
k=0

2−sk(dnk(B
s22k

p , l
s22k

q ) + ε).

Из произвольности ε следует неравенство (2.11).
Лемма доказана.
Доказательство теоремы 2.8. Оценка снизу поперечника

dn(Qr,γ,p(Ω,M), Lq) была получена в теореме 2.5.
Оценим сверху величину поперечника dn. Положим

nk =


s2i при i < [µ log2 n],
s2[µ log2 n] при [µ log2 n] ≤ i ≤ [w log2 n],
0 при i > [w log2 n],

где µ = (s−1/p+1/2)/(s+1/2), w = (s−1/p+1/2)/(s−1/p+1/q).
Ниже потребуется следующая оценка сверху поперечника Кол-

могорова:

dn(B
m
2 , l

m
∞) ≤ An−1/2

(
1 + ln

m

n

)3/2
,

приведенная в теореме 1.9.
Из леммы 2.3 следует, что

dn(Qr,γ,p(Ω,M), Lq) ≤∑
1

+
∑
2

=

= A
[w log2 n]∑
i=[µ log2 n]

2−isdni
(
Bsnip , l

sni
q

)
+ A

∞∑
i=[w log2 n]+1

2−i(s−1/p+1/q).

Оценим каждую из этих сумм в отдельности.
Очевидно

∑
2

= A
∞∑

i=[w log2 n]+1

2−i(s−1/p+1/q) ≤ An−w(s−1/p+1/q) ≤ An−s+1/p−1/2.

Приступим к оценке
∑
1
, полагая вначале, что q =∞. Так как

dn(B
m
p , l

m
∞) ≤ dn(Bm2 , lm∞),

то ∑
1

= A
[w log2 n]∑
i=[µ log2 n]

2−isdni(B
sni
p , l

sni∞ ) ≤

64



≤ A2−[µ log2 n](s+1/2) ≤ An−s+1/p−1/2.
Учитывая, что dn(Qr,γ,p(Ω,M), Lq) ≤ dn(Qr,γ,p(Ω,M), L∞), име-

ем: ∑
1

= An−s+1/p−1/2.

Оценим сумму

[w log2 n]∑
i=1

ni ≤ A
[µ log2 n]∑
i=1

2i + Anµ log2 n ≤ Anµ log2 n ≤ An.
Из полученных выше оценок следует, что

dn(Qr,γ,p(Ω,M), Lq) ≤ An−s+1/p−1/2.
Сопоставлением оценок снизу и сверху завершается доказатель-

ство теоремы.
Теорема 2.9. Пусть Ω = [−1, 1], 2 ≤ p ≤ q, γ− целое число.

Справедлива оценка

dn(Qr,γ,p(Ω,M), Lq) ³ n−s.
Доказательство. В работе [41, с. 110] показано, что при 2 ≤

≤ p ≤ q ≤ ∞ для любого компакта X ⊂ B, где B− банахово
пространство, справедливы

dn(X,Lp) ≤ dn(X,Lq) ≤ dn(X,L∞).
Поэтому

dn(Qr,γ,p(Ω,M), Lp) ≤ dn(Qr,γ,p(Ω,M), Lq) ≤
≤ dn(Qr,γ,p(Ω,M), L∞).

Так как множество функций Qr,γ,p(Ω,M) ⊂ Qr,γ,2(Ω,M1), где M1
и M связаны неравенством M1 ≤M2(p−2)/2p, то

dn(Qr,γ,p(Ω,M), L∞) ≤ dn(Qr,γ,2(Ω,M), L∞).
В теореме 2.5 показано, что dn(Qr,γ,p(Ω,M), Lp) ≥ An−s, а в

теoреме 2.7 установлено

dn(Qr,γ,2(Ω,M), L∞) ≤ An−s.
Таким образом, dn(Qr,γ,p(Ω,M), Lq) ³ n−s. Теорема доказана.
Резюмируя утверждения теорем этого раздела, имеем:

dn(Qr,γ,p([−1, 1],M), Lq) ³

n−s+1/p−1/q при p < q ≤ 2,
n−s+1/p−1/2 при p ≤ 2, q > 2,
n−s при p ≥ q, 2 < p < q.
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3. Поперечники на классе Qr,γ,p([−1, 1]l,M) функций
многих переменных

Теорема 3.1. Пусть Ω = [−1, 1]l, l ≥ 2. Тогда справедлива оцен-
ка

δn(Qr(Ω,M)) ³ dn((Qr(Ω,M)), C) ³ n−r/(l−1).
Доказательство. Обозначим через ∆k множество точек x =

= (x1, . . . , xl) из Ω, расстояние от которых до границы Γ области Ω
удовлетворяет неравенствам (k/N)v ≤ d(x,Γ) ≤ ((k + 1)/N)v, где
v = (2r+1)/r. В каждой области ∆k разместим кубы ∆ki1,...,il, ребра
которых равны hk = ((k + 1)/N)v − (k/N)v и параллельны коор-
динатным осям. Общее число кубов, которые можно разместить в
области Ω, оценивается неравенствами

1+m
N−1∑
k=0

2(N v − (k + 1)v)
(k + 1)v − kv

l−1 ≤ n ≤ 1+mN−1∑
k=0

 2(N v − kv)
(k + 1)v − kv

+ 1
l−1 ,

где m− число граней куба Ω; [α]− целая часть числа α.
Нетрудно видеть, что

N−1∑
k=0

(N vk1−v − k)l−1 =
N−1∑
k=0

l−1∑
j=0

(−1)jCjl−1(N vk1−v)l−1−jkj =

= A


N v(l−1) при v > l/(l − 1),
N l при v < l/(l − 1),
N l lnN при v = l/(l − 1).

Отсюда следует, что

n ³

N v(l−1) при v > l/(l − 1),
N l при v < l/(l − 1),

N l lnN при v = l/(l − 1).
(3.1)

То обстоятельство, что в каждой области ∆k может оказаться
не более

2l
 N v − kv
(k + 1)v − kτ

+ 1
l−2

параллелепипедов, у которых длина по крайней мере одного ребра
больше hk, не влияет на общность рассуждений.
Пусть ∆ki1,...,il = [b

k
i1
, bki1+1; . . . ; b

k
il
, bkil+1].

Введем функцию
ψki1,...,il(x1, . . . , xl) =
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=

 A
(x1−bki1)2r+1(bki1+1−x1)2r+1...(xl−bkil)2r+1(bkil+1−xl)2r+1

h
(2r+1)(2l−1)
k ((k+1)/N)(2r+1)(r+1)/r

при x ∈ ∆ki1,...,il;
0 при x ∈ Ω\∆ki1,...,il,

где константаA подбирается из требования, чтобы ψki1,...,il(x1, . . . , xl) ∈∈ Qr(Ω,M). Нетрудно видеть, что такая константа существует и
не зависит от индексов k и i1, . . . , il.
Через ψ(x1, . . . , xl) обозначим функцию, определенную в кубе

Ω и составленную из полиномов ψki1,...,il(x1, . . . , xl). Максимальное
значение функции ψ(x1, . . . , xl) в каждом кубе ∆ki1,...,il больше или
равно BN−(2r+1) = Bn−r/(l−1), где B− константа, не зависящая от
индексов k, i1, . . . , il. Таким образом, в кубе Ω расположено n ³
AN v(l−1) кубов ∆ki1,...,il, в каждом из которых функция ψ(x1, . . . , xl)
принимает максимальное значение, большее или равное Bn−r/(l−1).
Обозначим через ξ(x) линейную комбинацию

ξ(x) =
∑

k;i1,...,il

cki1,...,ilψ
k
i1,...,il

,

где |cki1,...,il| ≤ 1.
В предыдущей формуле суммирование проводится по всем n ку-

бам ∆ki1,...,il, размещенным в кубе Ω.
Семейство ξ(x) образует n-параллелепипед, причем ξ(x) ∈

Qr(Ω,M).
Повторяя рассуждения, приведенные при доказательстве

теоремы 2.1, получаем оценку:

δn(Qr(Ω,M)) ≥ A
N s
≥ A

nr/(l−1)
, (3.2)

где n и N связаны соотношением (3.1), s = 2r + 1. Оценка снизу
поперечника Бабенко получена.
Построим сплайн f(t1, . . . , tl), реализующий эту оценку. Выше

было описано разбиение куба Ω на области∆k. Воспользуемся этим
разбиением. Построение сплайна начнем с куба ∆N−1. В этом кубе
функцию f(t1, . . . , tl) аппроксимируем интерполяционным полино-
мом

fN(t1, . . . , tl; ∆N−1) = P2r+1,...,2r+1f(t1, . . . , tl).

Здесь P2r+1,...,2r+1 = P
t1
2r+1 . . . P

tl
2r+1; через P

ti
2r+1 обозначен многочлен

P2r+1

(
ti,

[
−1 +

(
N − 1
N

)v
, 1−

(
N − 1
N

)v])
,
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построенный при доказательстве теоремы 2.1 и действующий по
переменной ti, i = 1, 2, . . . , l.
Перейдем к области ∆N−2. Эта область разбивается на кубы

∆N−2i1,...,il, причем разбиение происходит таким образом, чтобы вер-
шины куба ∆N−1 входили в число точек разбиения. В каждом из
кубов ∆N−2i1,...,il полином fN(t1, . . . , tl; ∆

N−2
i1,...,il) определяется формулой

fN(t1, . . . , tl; ∆
N−2
i1,...,il

) = P2r+1,...,2r+1f(t1, . . . , tl),

где функция f(t1, . . . , tl) равна f(t1, . . . , tl) во всех узлах интерпо-
лирования, кроме тех, которые расположены на гранях куба ∆N−1.
В этих узлах значения f(t1, . . . , tl) полагаются равными значениям
полинома P2r+1,...,2r+1f(t1, . . . , tl; ∆N−1).
Описанным образом проводится аппроксимация во всех обла-

стях ∆i при i ≥ 0. Полученный при этом сплайн обозначим через
fN(t1, . . . , tl).
Нетрудно видеть, что сплайн fN(t1, . . . , tl) непрерывен в Ω, име-

ет размерность n = AN (2r+1)(l−1)/r, и что справедлива оценка

‖f(t1, . . . , tl)− fN(t1, . . . , tl)‖C ≤ AN−(2r+1) = An−r/(l−1).
Следовательно,

dn(Qr(Ω,M), C) ≤ An−r/(l−1). (3.3)

Замечание. При построении непрерывного локального сплайна
были введены дополнительные ( по сравнению с первоначальным
разбиением) кубы. Общее число дополнительных кубов не превы-
шает 2ln, где n− число кубов, определяемое формулой (3.1). Та-
ким образом, дополнительное построение не влияет на полученные
оценки.
Из полученных выше оценок (3.2),(3.3) и неравенства δ2n+1(X) ≤

≤ 2dn(X,B) следует справедливость теоремы.
Теорема 3.2. Пусть Ω = [−1, 1]l, l ≥ 2. Справедливы оценки

dn(Qr,γ(Ω,M), C) ³ δn(Qr,γ(Ω,M)) ³

³

n−(s−γ)/(l−1) при v > l/(l − 1),
n−s/l(lnn)s/l при v = l/(l − 1),
n−s/l при v < l/(l − 1),

(3.4)

где v = s/(s− γ).
Доказательство. Вначале оценим снизу величину δn(Qr,γ(Ω,M)).

Обозначим через ∆k множество точек x = (x1, . . . , xl) ∈ Ω, рассто-
яние d(x,Γ) от которых до границы Γ области Ω удовлетворяет
неравенствам (k/N)v ≤ d(x,Γ) ≤ ((k + 1)/N)v, где v = s/(s− γ).
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Как и при доказательстве теоремы 3.1 разбиваем области ∆k на
кубы ∆ki1,...,il, где ∆

k
i1,...,il

= [bki1, b
k
i1+1
; . . . ; bkil, b

k
il+1
]. Введем функцию

ψki1,...,il(x1, . . . , xl) =

=

 A
((x1−bki1)(bki1+1−x1)...(xl−bkil)(bkil+1−xl))s

h
s(2l−1)
k ((k+1)/N)vγ

при x ∈ ∆ki1,...,il,
0 при x ∈ Ω\∆ki1,...,il.

Константа A подбирается из требования, чтобы

ψki1,...,il(x1, . . . , xl) ∈ Qr,γ(Ω,M).
Можно показать, что такая константа существует и что она

не зависит от индексов k, i1, . . . , il. Обозначим через ψ(x1, . . . , xl)
функцию, определенную в кубе Ω и совпадающую с функцией
ψki1,...,il(x1, . . . , xl) в каждом квадрате ∆

k
i1,...,il

.
Максимальное значение функции ψ(x1, . . . , xl) в каждом кубе

∆ki1,...,il равно BN
−s. Учитывая соотношение (3.1), получаем оценку

снизу поперечника Бабенко, выражаемую правой частью соотно-
шения (3.4).
Сплайн, реализующий эту оценку, строится аналогично сплайну

fN(x1, . . . , xl) (отличие заключается в том, что в данном случае
v =
= s/(s−γ) вместо v = (2r+1)/r). В случае, когда γ− целое число,
повторяя рассуждения, приведенные при доказательстве теоремы
3.1, приходим к оценке:

‖f(x1, . . . , xl)− fN(xl, . . . , xl)‖C ≤ AN−s.
Рассмотрим случай, когда γ− нецелое число. Нетрудно видеть,

что при x ∈ ∆ki1,...,il, k 6= 0, справедлива оценка
‖f(x)− fN(x)‖C(∆ki1,...,il) ≤ AN

−s.

При k = 0, справедлива оценка

‖f(x)− fN (x)‖C(∆0i1,...,il) ≤ AEs−1,...,s−1(f,∆
0
i1,...,il

)λls,

где Es,...,s(f,∆0i1,...,il)− наилучшее приближение функции f(x1, . . . , xl)
полиномами степени не выше s по каждой переменной xi, i =
= 1, 2, . . . , l, в квадрате ∆pi1,...,il; λs− константа Лебега. Для оценки
Es−1,...,s−1(f s,∆0i1,...,il) воспользуемся формулой Тейлора для функ-
ций многих переменных с остаточным членом в интегральной фор-
ме [65].
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Напомним эту формулу:

f(x1, . . . , xl) =
r∑
k=0

1

k!

l∑
j1=1

· · ·
l∑
jk=1

(xj1−x0j1) · · · (xjk−x0jk)
∂kf(x0)

∂xj1 · · · ∂xjk
+

+Rr+1(x), (3.5)

где

Rr+1(x) =
1

r!

1∫
0

(1− u)r
l∑
j1=1

· · ·
l∑

jr+1=1

(xj1 − x0j1) · · ·

· · · (xjr+1 − x0jr+1)
∂r+1f(x0 + u(x− x0))
∂xj1 · · · ∂xjr+1

du =

= l
∑

|k|=r+1

(x− x0)k
k!

1∫
0

(1− u)rf (k)(x0 + u(x− x0))du. (3.6)

Из этой формулы следует, что

Es,...,s(f,∆
p
i1,...,il) ≤

B

s!
hr+ζ0 ≤ BN−s.

Таким образом, в случае, когда γ− нецелое число, справедлива
оценка

‖f(x)− fN(x)‖C(Ω) ≤ BN−s.
Следовательно, dn ≤ AN−s; учитывая (3.1), получаем вторую

часть соотношения (3.4).
Завершается доказательство теоремы сравнением оценок снизу

и сверху для поперечников Бабенко и Колмогорова и использова-
нием соотношения δ2n+1 ≤ 2dn.
Теорема 3.3. Пусть Ω = [−1, 1]l, l ≥ 2. Справедливы оценки

dn(Q̄r,γ(Ω,M), C) ³

³ δn(Q̄r,γ(Ω,M)) ³
 n−s/l(lnn)s/l при v = l/(l − 1),
n−s/l при v < l/(l − 1),

где v = s/(s− γ).
Доказательство. Неравенство

δn(Q̄r,γ(Ω,M)) ≥ A
 n−s/l(lnn)s/l при v = l/(l − 1),
n−s/l при v < l/(l − 1) (3.7)
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следует из теоремы 3.2, так как множество функций Q̄r,γ(Ω,M)
вкладывается в множество функций Qr,γ(Ω,M).
Построим непрерывный локальный сплайн, точность которого

определена правой частью формулы (3.7).
Покроем область Ω кубами ∆ki1,...,il, k = 0, 1, . . . , N − 1, повто-

ряя рассуждения, приведенные при доказательстве теоремы 3.1.
Кубы ∆0i1,...,il покроем более мелкими кубами ∆0i1,...,il,j1,...,jl, кото-
рые строятся следующим образом. В кубе ∆0i1,...,il разделим ка-
ждое ребро на M(M = [lnN ]) равных частей и через точки деле-
ния проведем плоскости, параллельные соответствующим коорди-
натным плоскостям. В результате куб ∆0i1,...,il оказывается покры-
тым M l кубами ∆0i1,...,il,j1,...,jl. В каждом кубе ∆

0
i1,...,il,j1,...,jl

, ∆ki1,...,il,
k = 1, 2, . . . , N − 1 функция f(x1, . . . , xl) аппроксимируется ин-
терполяционным полиномом Ps···s(f,∆0i1,...,il,j1,...,jl), Ps···s(f,∆

k
i1,...,il

),
k = 1, 2, . . . , N − 1, построенным при доказательстве теоремы
3.1. Сплайн, определенный в области Ω и составленный из интер-
поляционных полиномов Ps···s(f,∆0i1,...,il,j1,...,jl), Ps···s(f,∆

k
i1,...,il

), k =
1, 2, . . . , N − 1, обозначим через fN(x1, . . . , xl).
Оценим точность аппроксимации функции f(x1, . . . , xl) сплай-

ном fN (x1, . . . , xl). При этом в отдельности рассмотрим аппрокси-
мацию в кубах ∆0 и ∆k, k = 1, 2, . . . , N − 1.
Так как при k ≥ 1 при оценке точности интерполяции исполь-

зуются производные до s-го порядка, то в данном случае оценка

‖f(x)− fN(x)‖C(∆ki1,...,il) ≤ BN
−s, (3.8)

полученная при доказательстве теоремы 3.2, справедлива при всех
1 ≤ k ≤ N − 1.
Пусть k = 0. В этом случае справедлива оценка

‖f(x)− fN(x)‖C(∆0i1,...,il,j1,...,jl) ≤

≤ BEr−1,...,r−1(f,∆0i1,...,il,j1,...,jl)λlr.
Воспользовавшись формулой Тейлора с остаточным членом в

интегральной форме (см. формулы (3.5) и (3.6)), имеем:

Er−1,...,r−1(f,∆0i1,...,il,j1,...,jl) ≤ B
(
h0

M

)r ∣∣∣∣∣ln
(
h0

M

)∣∣∣∣∣ ≤
≤ B

(
1

NM

)vr
ln(NM) ≤ BN−s.

71



Следовательно,

‖f(x)− fN (x)‖C(∆0i1,...,il,j1,...,jl) ≤ BN
−s. (3.9)

Из оценок (3.5) и (3.6) следует, что

‖f(x)− fN(x)‖C(Ω) ≤ BN−s.
Оценим число узлов m, используемых при построении сплайна

fN(x). Общее число n кубов ∆ki1,...,il оценено формулой (3.1). При
этом число кубов ∆0i1,...,il есть величина O(N

v(l−1)). Каждый куб
∆0i1,...,il был разделен на M

l более мелких кубов ∆0i1,...,il,j1,...,jl. Таким
образом, общее число кубов, осуществляющих покрытие куба Ω,
равно O(M lN v(l−1)+
+N l lnN) при v < l/(l − 1) и O(M lN v(l−1) +N l) при v = l/(l − 1).
Отсюда и из оценок (3.8) и (3.9) имеем

dm(Q̄r,γ(Ω,M), C) ≤ ‖f(x)− fN(x)‖C(Ω) ≤

≤
 m−s/l(lnm)s/l при v = l/(l − 1),m−s/l при v < l/(l − 1).

Сопоставляя эту оценку с оценкой снизу поперечника Бабенко,
выраженной неравенством (3.7), завершаем доказательство теоре-
мы.
Теорема 3.4. Пусть Ω = [−1, 1]l, l ≥ 2, v = s/(s− γ). Справед-

ливы оценки

δn(Q̄r,γ(Ω,M)) ³ dn(Q̄r,γ(Ω,M)) ³ n−r/(l−1) lnn. (3.10)

Доказательство. Вначале оценим снизу величину поперечника
δn(Q̄r,γ(Ω,M)).
Пусть N− натуральное число. Обозначим через ∆0 множество

точек x, x = (x1, . . . , xl), расстояние d(x,Γ) от которых до грани-
цы Γ области Ω удовлетворяет неравенствам 0 ≤ d(x,Γ) ≤ N−v,
а через ∆1 множество точек x, для которых N−v ≤ d(x,Γ) ≤
(ln1/sN/N)v. Обозначим через ∆k множество точек x, расстояние
от которых до границы Γ области Ω удовлетворяет неравенствам
((k−1) ln1/sN/N)v ≤ ≤ d(x,Γ) ≤ (k ln1/sN/N)v, k = 2, 3, . . . ,M−1,
M = [N/ ln1/sN ].
Обозначим через ∆M множество точек x, для которых

(M − 1) ln1/sN/N)v ≤ d(x,Γ) ≤ 1.
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Введем следующие обозначения: h0 = N−v; h1 = (ln1/sN/N)v −
N−v;
hk = (k ln

1/sN/N)v−((k−1) ln1/sN/N)v, k = 2, 3, . . . , N ; hM+1 = 1−
−(M ln1/sN/N)v.
Покроем каждую из областей ∆k, k = 0, 1, . . . ,M − 1, кубами с

ребрами, равными hk соответственно, с гранями, параллельными
координатным плоскостям.
Так как покрыть области ∆k, k = 0, 1, . . . ,M − 1, только ку-

бами с длиной ребер hk не всегда возможно, то наряду с кубами
допускается использование параллелепипедов, длины ребер кото-
рых лежат в сегменте [hk, 2hk], а грани параллельны координат-
ным плоскостям. Кубы и параллелепипеды, осуществляющие опи-
санное выше покрытие каждой из областей ∆k, k = 0, 1, . . . ,M,
обозначим через ∆кi1,...,il, k = 0, 1, 2, . . . ,M.
Оценим число n∗ элементов ∆кi1,...,il, k = 0, 1, 2, . . . ,M, покрытия

области Ω. Это число складывается из числа n∗0 кубов ∆0i1,...,il, по-
крывающих область ∆0, n∗1 кубов ∆1i1,...,il, покрывающих область
∆1 и n∗σ кубов ∆кi1,...,il, покрывающих область Ω\(∆0 ∪ ∆1). Не-
трудно видеть, что n∗0 ³ N v(l−1), n∗1 ³ N v(l−1)/ ln(l−1)/sN, n∗σ ³
N v(l−1)/ ln(l−1)/sN.
Следовательно,

n∗ ³ N v(l−1). (3.11)

Пусть r ≥ 2l. Кубу ∆00,...,0(∆00,...,0 = [a1, b1; . . . ; al, bl]) поставим в
соответствие функцию

ϕ(x,∆00,...,0) =

=

 B(x1 − a1)(b1 − x1) · · · (xl − al)(bl − xl)
lnN
N2l−1 при x ∈ ∆00,...,0,

0 при x ∈ Ω\∆00,...,0.
Kонстанта B подбирается из условия, чтобы ϕ(x,∆00,...,0) ∈

Q̄r,γ(Ω,M). Нетрудно видеть, что такая константа существует.
Аналогичным образом определяются и все остальные функции

ϕ(x,∆0i1,...,il). При этом следует отметить, что в определении всех
этих функций сохраняется одна и та же константа B.
В кубе ∆10,...,0(∆

1
0,...,0) = [a1, b1; . . . ; al, bl]) определим функцию

ϕ(x,∆10,...,0) по формуле

ϕ(x,∆10,...,0) =
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=

 B
((x1−a1)(b1−x1)···(xl−al)(bl−xl))s

h
s(2l−1)
1 h

γ
0

при x ∈ ∆10,...,0,
0 при x ∈ Ω\∆10,...,0.

Константа B выбирается из условия ϕ(x,∆10,...,0) ∈ Q̄r,γ(Ω,M).
Нетрудно видеть, что такая константа существует.
Аналогичным образом каждому кубу ∆1i1,...,il ставится в соответ-

ствие функция ϕ(x,∆1i1,...,il). При этом константа B не зависит от
индексов i1, . . . , il.
Возьмем произвольный куб ∆uw1,...,wl = [a

u
w1
, auw1+1; . . . ; a

u
wl
, auwl+1]

из множества кубов ∆ki1,...,il, k = 2, . . . ,M.
Поставим в соответствие кубу ∆uw1,...,wl функцию

ϕ(x,∆uwp,...,wl) =

=

 B
((x1−auw1)(auw1+1−x1)···(xl−auwl)(auwl+1−xl))s

h
s(2l−1)
u (h∗u)γ

при x ∈ ∆uw1,...,wl;
0 при x ∈ Ω\∆uw1,...,wl.

Здесь h∗u = d(∆u,Γ)− расстояние от области ∆u до границы Γ куба
Ω, а константаB выбирается таким образом, чтобы ϕ(x,∆uw1,...,wl) ∈
∈ Q̄r,γ(Ω,M). Очевидно, такая константа существует.
По аналогии с построенной выше функцией ϕ(x,∆uw1,...,wl) каждо-

му кубу ∆ki1,...,il ставится в соответствие функция ϕ(x,∆
k
i1,...,il

), k =
= 1, 2, . . . ,М . При этом константа B не зависит от индексов
(k, i1, . . . , il).
Оценим снизу максимальные значения, достигаемые функциями

ϕ(x,∆0i1,...,il), ϕ(x,∆
1
i1,...,il

), k = 1, 2, . . . ,M.

Оценим снизу максимальное значение функции ϕ(x,∆0i1,...,il).
Очевидно,

max
x∈∆0i1,...,il

ϕ(x,∆0i1,...,il) ≥ Chr0 lnN = C
lnN

N vr
=
C lnN

N s
. (3.12)

Оценка снизу максимального значения функции ϕ(x,∆1i1,...,il) сле-
дует из цепочки неравенств

max
x∈∆1i1,...,il

ϕ(x,∆1i1,...,il) ≥
Chs1
hγ0
= C
(lnr/sN − 1)sN vγ

N vs
≥ lnN
N s
. (3.13)

Для функций ϕ(x,∆ki1,...,il), k = 2, 3, . . . ,M, справедлива оценка

max
x∈∆ki1,...,il

ϕ(x,∆ki1,...,il) ≥ C
hsk

(k ln1/sN/N)vγ
≥
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≥ C N vγ

(k ln1/sN)vγ
(ln1/sN)vs

N vs
(kv − (k − 1)v)s ≥

≥ C lnN
N s
(k −Θ)(v−1)s

kvγ
= C
lnN

N s
. (3.14)

Для удобства дальнейших обозначений перенумеруем кубы
∆ki1,...,il, покрывающие область Ω, и в этом же порядке перенумеру-
ем функции ϕ(x,∆ki1,...,il), k = 0, 1, . . . ,M, которые обозначим через
ϕj(x),
j = 1, 2, . . . , n∗.
Введем множество функций

ψα1,...,αn∗(x) =
n∗∑
j=1

αjϕj(x),

где −1 ≤ αj ≤ 1, j = 1, 2, . . . , n∗. Из построения функций ϕj(x)
следует, что ψα1,...,αn∗(x) ∈ Q̄r,γ(Ω,M).
Множеству функций ψα1,...,αn∗(x), −1 ≤ αj ≤ 1, j = 1, 2, . . . , n∗,

поставим в соответствие параллелепипед α = (α1, . . . , αn∗), −1 ≤
αj ≤≤ 1, j = 1, 2, . . . , n∗.
После этого, повторяя рассуждения, неоднократно приводимые

выше, приходим к оценке δn∗−1(Q̄r,γ(Ω,M)) ≥ CN−s lnN. Отсюда
и из неравенства (3.11) имеем

δn∗−1(Q̄r,γ(Ω,M)) ≥ C(n∗)r/(l−1) lnn. (3.15)

Пусть f(x)− произвольная функция из класса функций Q̄r,γ(Ω,M).
Для доказательства справедливости неравенства

dn(Q̄r,γ(Ω,M), C) ≤ Cn−r/(l−1) lnn
построим непрерывный локальный сплайн, аппроксимирующий
функцию f(x) и имеющий погрешность на этом классе, не пре-
вышающую Cn−r/(l−1) lnn.
Обозначим через ∆k множество точек x, x = (x1, . . . , xl), для

которых расстояние до границы Γ области Ω удовлетворяет нера-
венствам (k/N)v ≤ d(x,Γ) ≤ ((k + 1)/N)v, k = 0, 1, . . . , N − 1, где
v = s/(s− γ).
Покроем каждую из областей ∆k, k = 0, 1, . . . , N − 1, кубами

∆ki1,...,il с ребрами, длины которых равны hk = ((k+1)/N)
v−(k/N)v

и грани которых параллельны координатным осям. Подробное
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описание построения кубов ∆ki1,...,il и интерполяционных полиномов
fs(x,∆

k
i1,...,il

), аппроксимирующих функцию f(x) в кубах ∆ki1,...,il,
k = 0, 1, . . . , N−1, приведено при доказательстве теоремы 3.1. Там
же было показано, что число n кубов ∆ki1,...,il, k = 0, 1, . . . , N − 1,
покрывающих область Ω, равно n ³ N v(l−1).
Обозначим через fN(x) непрерывный локальный сплайн, опре-

деленный в области Ω и составленный из полиномов fs(x,∆ki1,...,il),
k =
= 0, 1, . . . , N − 1.
Повторяя рассуждения, приведенные при доказательстве теорем

3.1 − 3.3, можно показать:
‖f(x)− fN(x)‖C(Ω) ≤ BN−s lnN.

При построении локального сплайна fN(x) используетсяm = sln ³
³ slN v(l−1) узлов интерполяционных полиномов. Следовательно,
выраженная через число узлов локального сплайна оценка его точ-
ности, имеет вид: ‖f(x)− fN(x)‖C(Ω) ≤ Bm−r/(l−1) lnm.
Отсюда следует оценка

dn(Q̄r,γ(Ω,M), C) ≤ Bn−r/(l−1) lnn. (3.16)

Из оценок (3.15) − (3.16) и теоремы 1.1, связывающей попереч-
ники Бабенко и Колмогорова, следует справедливость теоремы.
Теорема доказана.
Теорема 3.5. Пусть Ω = [−1, 1]l, l ≥ 2, γ− целое число, v = (s−

−l/p+ l/q)/(s− l/p+ l/q − γ). Справедливы оценки

dn(Qr,γ,p(Ω,M), Lq) ≥ A

n−(s−γ−l/p+l/q)/(l−1) при q ≤ 2,
n−(s−γ−l/p+l/q)/(l−1)+1/q−1/2 при p ≤ 2, q > 2,
n−(s−γ−l/p+l/q)/(l−1)−1/p+1/q при p > 2

при v > l/(l − 1);

dn(Qr,γ,p(Ω,M), Lq) ≥ A

n−s/l+1/p−1/q при q ≤ 2,
n−s/l+1/p−1/2 при p ≤ 2, q > 2,
n−s/l при p > 2

при v < l/(l − 1);

dn(Qr,γ,p(Ω,M), Lq) ≥ A


( lnn
n
)s/l−1/p+1/q при q ≤ 2,

(lnn)s/l−1/p+1/q
ns/l−1/p+1/2 при p ≤ 2, q > 2,
(lnn)s/l+1/p−1/q

ns/l
при p > 2
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при v = l/(l − 1).
Доказательство. Обозначим через ∆k(k = 0, 1, . . . , N−1) мно-

жество точек x = (x1, . . . , xl) из Ω, расстояние d(x,Γ) от которых
до границы Γ области Ω удовлетворяет неравенствам (k/N)v ≤
d(x,Γ) ≤
≤ ((k + 1)/N)v, где v = (s− l/p+ l/q)/(s− l/p+ l/q − γ).
В каждой области ∆k разместим кубы ∆ki1,...,il, ребра которых

равны hk = ((k + 1)/N)v − (k/N)v.
Обозначим через ϕ(x1, . . . , xl) бесконечно дифференцируемую в

области (−∞,∞)l функцию с носителем [−1, 1]l, удовлетворяю-
щую условию ‖ϕ(s)‖Lp(Ω) = 1. Введем функцию ϕ∗i1,...,il(x1, . . . , xl),
равную нулю всюду, кроме куба ∆ki1,...,il = [b

k
i1
, bki1+1; . . . ; b

k
i1
, bki1+1], а

в кубе ∆ki1,...,il определяемую формулой:

(hk/2)
s−l/pϕ(−1 + 2(x1 − bki1)/hk, . . . ,−1 + 2(xl − bkil)/hk).

Через ϕk∗i1,...,il(x1, . . . , xl) ((x1, . . . , xl) ∈ ∆ki1,...,il) обозначим функ-
цию

ϕk∗i1,...,il(x1, . . . , xl) =
ϕki1,...,il(x1, . . . , xl)

((k + 1)/N)vγ
.

Нетрудно видеть, что ϕk∗i1,...,il(x1, . . . , xl) ∈ Qr,γ,p(Ω,M).
Рассмотрим множество функций

u(x1, . . . , xl) =
∑
k

∑
i

ckiϕ
k∗
i1,...,il

,

где
∑
k
∑
i | cki |p≤ 1. Громоздкие вычисления дают оценку

∫
∆ki1,...,il

. . .
∫ ∣∣∣ϕk∗i1,...,il(x1, . . . , xl)∣∣∣q dx1 . . . dxl


1/q

³ N−(s−l/p+l/q).

Из последнего соотношения, из формулы (3.1) и из теоремы 1.10
следует справедливость теоремы.
Теорема 3.6. Пусть Ω = [−1, 1]l, l ≥ 2. Справедлива оценка

δn(Qr,γ,p(Ω,M)) ≥ A

n−(s−γ−1/p)/(l−1) при v > l/(l − 1),
n−s/l при v < l/(l − 1),
n−s/l(lnn)s/l−1/p при v = l/(l − 1),

где v = (s− l/p)/(s− γ − l/p).
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Доказательство. Обозначим через ∆k (k = 0, 1, . . . , N−1) мно-
жество точек x = (x1, . . . , xl) из Ω, расстояние от которых до гра-
ницы Γ области Ω удовлетворяет неравенствам (k/N)v ≤ d(x,Γ) ≤
≤ ((k+1)/N)v, где v = (s− l/p)/(s−γ− l/p). В каждой области ∆k
разместим кубы ∆ki1,...,il, ребра которых равны hk = ((k + 1)/N)

v −
(k/N)v, а грани параллельны координатным плоскостям.
Обозначим через ϕ(x1, . . . , xl) бесконечно дифференцируемую в

(−∞,∞)l функцию с носителем [−1, 1]l, удовлетворяющую усло-
вию:

‖ϕ(s)‖Lp([−1,1]l) = 1.
Введем функцию ϕki1,...,il(x1, . . . , xl), равную нулю всюду, кроме

куба ∆ki1,...,il = [b
k
i1
, bki1+1, . . . b

k
il
, bkil+1], а в кубе ∆

k
i1,...,il

, определяемую
формулой:(

hk

2

)s−l/p
ϕ

−1 + 2(x1 − bki1)
hk

, . . . ,−1 + 2(xl − b
k
il
)

hk

 .
Через ϕ∗ki1,...,il(x1, . . . , xl) обозначим функцию

ϕ∗ki1,...,il(x1, . . . , xl) =
ϕki1,...,il(x1, . . . , xl)

((k + 1)/N)vγ

при (x1, . . . , xl) ∈ ∆ki1,...,il.
Введем множество функций

ϕ∗(x1, . . . , xl) = n−1/p
∑
k

∑
i1,...,il

cki1...ilϕ
∗k
i1...vl
(x1, . . . , xl),

cki1...il = ±1, где n− число кубов ∆ki1,...,il, покрывающих область Ω.
Нетрудно видеть, что ϕ∗(x1, . . . , xl) ≥ An−1/p(N/(k+1))vγhs−l/pk ≥

≥ An−1/pN−s+l/p.
Воспользовавшись соотношением (3.1) и повторяя рассуждения,

приведенные при доказательстве теоремы 3.1, завершаем доказа-
тельство теоремы.
В ряде случаев удается оценить сверху поперечник Колмогорова

и построить сплайн, реализующий соответствующую оценку.
Теорема 3.7. Пусть Ω = [−1, 1]l, l ≥ 2, q ≤ p, γ− целое число.
Справедлива оценка

dn(Qr,γ,p(Ω,M), Lq) ³

n−r/(l−1) при v > l/(l − 1),
n−s/l при v < l/(l − 1),
(n/ lnn)−s/l при v = l/(l − 1),
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где v = s/(s− γ).
Доказательство. Вначале оценим снизу величину поперечника

dn(Qr,γ,p(Ω,M), L).
По аналогии с рассуждениями, приведенными при доказатель-

стве теоремы 3.1, разобьем область Ω на области ∆k; в послед-
ние впишем кубы ∆ki1,...,il, k = 0, 1, . . . , N − 1, с длиной ребра
hk = ((k + 1)/N)

v −
−(k/N)v и гранями, параллельными координатным плоскостям.
Рассмотрим вначале случай, когда l = 2. Построим отображе-

ние сферы
∑n−1на множество Qr,γ,p([−1, 1]l,M). Обозначим через

n общее число квадратов ∆ki1,i2, покрывающих область Ω. Зафик-
сируем произвольные положительные числа t1, . . . , tn, такие, что∑n
k=1 tk = 1. Через nk обозначим число квадратов, которые можно
разместить в области ∆k.
Введем обозначение

s(k, i) =
k−1∑
v=0

nv + imk.

Пусть

mk = nk/4, α
i
k =

s(k,i)∑
j=s(k,i−1)+1

tj, i = 1, 2, 3, 4, k = 0, 1, . . . , N − 1.

Будем считать числа mk целыми. За построением изображения
можно проследить по рис. 1. Зафиксируем произвольное k (0 ≤ k <
< N−1). Пусть lk = 2−(k/N)v−((k+1)/N)v. На сегменте [A1k, C1k ]
разместим mk точек

τ 1k,j = A
1
k + lk(α

1
k)
−1

s(k,i−1)+j∑
v=s(k,i−1)+1

tv, j = 1, 2, . . . ,mk, τk,0 = A
1
k.

Проведя через точки τ 1k,j прямые, параллельные оси ординат,
разбиваем прямоугольник A1kC

1
kB
2
kC
2
k на более мелкие прямоуголь-

ники ∆k,1i1,i2, k = 0, 1, . . . , N − 1. Аналогичным образом строится
покрытие области ∆k прямоугольниками ∆

k,j
i1,i2, j = 1, 2, 3, 4. Возь-

мем произвольный прямоугольник ∆k,1i1,i2 = [a
k,1
i1 , a

k,1
i1+1; a

k,1
i2 , a

k,l
i2+1]. В

нем построим функцию

ψ(x1, x2; ∆
k,1
i1,i2) =
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= A

∣∣∣∣(x1 − ak,1i1 )(ak,1i1+1 − x1)(x2 − ak,1i2 )(ak,1i2+1 − x2)
∣∣∣∣s

hsk(h
k,1
i1i2)

s(max(hk, h
k,1
i1i2))

s((k + 1)/N)vγ
,

где hk = ((k + 1)/N)v − (k/N)v− длина одной, а hk,1i1i2− длина вто-
рой сторон прямоугольника ∆k,1i1i2. Константа A подбирается таким
образом, чтобы функция ((k + 1)/N)vγψ(x1, x2,∆

k,1
i1i2) имела част-

ные производные до s-го порядка включительно, ограниченные по
модулю единицей. Из построения квадратов ∆k,ji1,i2, j = 1, 2, 3, 4 сле-

дует, что каждому числу tv,
n∑
v=1
tv = 1, ставится в соответствие

квадрат ∆k,ji1,i2, где v = g(k, i1, i2, j), причем возможны различные
функции g(k, i1, i2, j).
Поставив каждому прямоугольнику ∆k,ji1,i2 в соответствие функ-

цию ±ψ(x1, x2; ∆k,li1,i2), тем самым зададим в области Ω функцию
ψ(x1, x2) ∈ Qr,γ,p(Ω,M).
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Эта функция осуществляет нечетное и непрерывное отображе-
ние единичной сферы

∑n−1 в множество Qr,γ,p(Ω,M). Найдем ми-
нимум ‖ψ(x1, x2)‖L1 при вариации значений t1, . . . , tn и при условии
n∑
k=1
tk = 1.

Для этого вычислим по области ∆k,ji1,i2 интеграл∫ ∫
ψ(x1, x2)dx1dx2 ≥

≥ A(N/(k + 1))vγ(hk,ji1,i2)s+1((k + 1)/N)v − (k/N)v)s+1(hk + hk,ji1i2)−s.
Область ∆k покрывается 4mk прямоугольниками, для каждого

из которых справедливо приведенное выше неравенство. Просум-
мируем эти неравенства. Имеем

N−1∑
k=0

∑
i1,i2

4∑
j=1

∫ ∫
∆k,ji1,i2

ψ(x1, x2; ∆
k,j
i1,i2)dx1dx2 ≥ AN−s.

Воспользовавшись теоремой Маковоза, получаем оценку:
dn(Qr,γ,p(Ω,M), L) ≥ AN−s.
Из формулы (3.1) следует:

dn(Qr,γ,p(Ω,M)) ≥ A

n−s+γ при v > 2,
n−s/2 при v < 2,
(n/ lnn)−s/2 при v = 2.

Оценка снизу получена при l = 2. Аналогичные рассуждения про-
водятся при произвольном l ≥ 2.
Построим алгоритм аппроксимации, реализующий эту оценку.

В каждом кубе ∆ki1,...,il функцию f(x1, . . . , xl) будем аппроксимиро-
вать отрезком ряда Тейлора

fN (x1, . . . , xl,∆
k
i1,...,il

) =

= f(Mki1,...,il) +
df(Mki1,...,il)

1!
+ . . .+

dmf(M ki1,...,il)

m!
,

где m = s − 1 при k 6= 0 и m = r − 1 при k = 0,Mki1,...,il− точка
пересечения диагоналей куба ∆ki1,...,il. Тогда при k ≥ 1∫

∆ki1,...,il

∫ ∣∣∣f(x1, . . . , xl)− fN(x1, . . . , xl; ∆ki1,...,il)∣∣∣p dx1 . . . dxl ≤
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≤ hspk
(
N

k

)vγp l∑
j1=1

. . .
l∑
jl=1

∫
∆ki1,...,il

∫ ∣∣∣∣∣∣∣
1∫
0

(1− u)s−1us−1d(x,Γ))γ×

× ∂sf(x)

∂xj1 . . . ∂xjl
du

∣∣∣∣∣∣
p

dx1 . . . dxl.

Поэтому∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
k≥1

∑
i

∫
∆ki1,...,il

∫ ∣∣∣f(x1, . . . , xl)− fN(x1, . . . , xl; ∆ki1,...,il)∣∣∣p dx1 . . . dxl
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1/p

≤

≤
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
k≥1
hspk

(
N

k

)vγp∑
i

l∑
j1=1

. . .
l∑
jl=1

∫
∆ki1,...,il

∣∣∣∣∣∣(d(x,Γ))
γ∂sf(x)

∂xj1 . . . ∂xjl

∣∣∣∣∣∣
p

dx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1/p

≤

≤ AN−s.
Перейдем к аппроксимации в кубах ∆0i1,...,il. Нетрудно видеть,

что
| f(x1, . . . , xl)− fN(x1, . . . , xl; ∆0i1,...,il) |= Ahr0.

Следовательно,∑
i

∫
∆0i1,...,il

∫ ∣∣∣f(x1, . . . , xl)− fN(x1, . . . , xl; ∆0i1,...,il)∣∣∣p dx1 . . . dxl

1/p

≤

≤ Ahr0

∑
i

∫
∆0i1,...,il

∫
dx1 . . . dxl


1/p

≤ Ahr0N−v/p ≤
A

N v(r+1/p)
=
A

N s
.

Теорема доказана.
Теорема 3.8. Пусть Ω = [−1, 1]l, l ≥ 2, p < q ≤ 2, v = (s− l/p+

+l/q)/(s− l/p+ l/q − γ), γ− целое число. Справедлива оценка

dn(Qr,γ,p, Lq) ³

n−(r−l/p+l/q)/(l−1) при v > l/(l − 1),
n−(s−l/p+l/q)/l при v < l/(l − 1),
(n/ lnn)−(s−l/p+l/q)/l при v = l/(l − 1).

(3.17)

Доказательство. Оценка снизу поперечника dn вычислена в
теореме 3.5.
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Перейдем к оценке сверху. Обозначим через ∆k(k = 0, 1, . . . , N−
−1) множество точек x = (x1, . . . , xl) из Ω, расстояние от которых
до границы Γ области Ω удовлетворяет неравенствам (k/N)v ≤
d(x,Γ) ≤
≤ ((k + 1)/N)v, где v = (s− l/p+ l/q)/(s− l/p+ l/q − γ).
В каждой области ∆k разместим кубы ∆ki1,...,il, ребра которых

равны hk = ((k + 1)/N)v − (k/N)v.
Обозначим через Ps(f, [−1, 1]) интерполяционный полином сте-

пени s − 1, построенный по узлам полинома Чебышева первого
рода; через Ps(f, [a, b])− интерполяционный полином, полученный
из Ps(f, [−1, 1]) при отображении сегмента [−1, 1] на [a, b]; через
Ps(f,∆

k
i1,...,il

)− интерполяционный полином
Ps(f,∆

k
i1,...,il

) = P x1s P
x2
s . . . P

xl
s (f,∆

k
il,...il
),

где верхний индекс xj обозначает переменную, по которой прово-
дится интерполяция.
Нетрудно видеть, что для интерполяционного полинома Ps(f ; ∆ki1,...,il)

справедливы неравенства

‖f − Ps(f ; ∆ki1,...,il)‖С = ‖f − P∆ki1,...,il(f) + Ps(f − P∆ki1,...,il(f))‖С ≤

≤ A(mes ∆ki1,...,il)s/l−1/p‖f‖Lsp(∆ki1,...,il);
‖f − Ps(f,∆ki1,...,il)‖Lq ≤ A(mes ∆ki1,...,il)1/q−1/q

∗‖f‖Lsp(∆ki1,...,il).
Здесь P∆ki1,...,il

(f)− интерполяционный полином, описанный в
леммах 3.4 и 3.5 главы 1.
Рассмотрим вначале случай, когда sp > l.
В кубах ∆ki1,...,il при k ≥ 1 аппроксимируем функцию f интерпо-

ляционным полиномом Ps(f,∆ki1,...,il). В результате имеем
N−1∑
k=1

∑
i1,...,il

∫
∆ki1,...,il

∣∣∣f(x)− Ps(f,∆ki1,...,il)∣∣∣q dx

1/q

≤

≤
N−1∑
k=1

∑
i1,...,il

h
(s−l/p)q+1
k

(
N

k

)vγq (
‖d(x,Γ)f(x)‖Lsp(∆ki1,...,il)

)q1/q ≤

≤ AN−(s−l/p+l/q)
N−1∑
k=1

∑
i1,...,il

(
‖d(x,Γ)f(x)‖Lsp(∆ki1,...,il)

)q1/q ≤
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≤ AN−(s−l/p+l/q)‖d(x,Γ)f(x)‖Lsp(∆).
Здесь

‖d(x,Γ)f(x)‖Lsp(Ω) =
 ∑
|v|=s

∫
Ω

d(x,Γ)|Dvf |pdx

1/p

.

Осталось оценить погрешность аппроксимации в кубах ∆0i1,...,il.
Очевидно,  ∑

i1,...,il

∫
∆0i1,...,il

∣∣∣f − Ps(f,∆0i1,...,il)∣∣∣q dx

1/q

≤

≤ Ahr−l/p+l/q0

 ∑
i1,...,il

(‖f‖Lrp(∆0i1,...,il))
q

1/q ≤
≤ Ahr−l/p+l/q0 h

1/q
0 < AN

−(s−l/p+l/q).
Таким образом, окончательно имеем

‖f − Ps(f,Ω)‖Lq ≤ AN−s+l/p−l/q.
Связь между числом функционалов, необходимых для построе-

ния сплайна Ps(f,Ω), и числом N установлена соотношением (3.1).
Воспользовавшись этим соотношением, получаем оценку попе-

речника сверху. В случае ps > l теорема доказана.
Перейдем к случаю, когда ps ≤ l.
В кубах ∆ki1,...,il при k ≥ 1 аппроксимируем функцию f интерпо-

ляционным полиномом Ps(f,∆ki1,...,il). В результате имеем
N−1∑
k=1

∑
i1,...,il

∫
∆ki1,...,il

∣∣∣f(x)− Ps(f,∆ki1,...,il)∣∣∣q dx

1/q

≤

≤ AN−s+l/p−l/q‖d(x,Γ)f‖Lsp(Ω).
В кубах ∆0i1,...,il аппроксимация проводится так же, как и в слу-

чае ps > l. Повторяя проведенные выше рассуждения, завершаем
доказательство теоремы.
Теорема 3.9. Пусть Ω = [−1, 1]l, l ≥ 2, p ≤ 2, q > 2, γ− целое

число. Справедлива оценка

dn(Qr(Ω,M), Lq) ³
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³
 n−(r−l/p+l/q)/(l−1)+1/q−1/2 при v > l/(l − 1),n−(s/l−1/p+1/2) при v < l/(l − 1), (3.18)

v = (s− l/p+ l/q)/(s− l/p+ l/q − γ).
Доказательство.Оценка снизу поперечника dn(Qr,γ,p(Ω,M), Lq)

вычислена в теореме 3.5.
Оценим сверху поперечник dn(Qr,γ,p(Ω,M), Lq). Обозначим через

∆m (m = 0, 1, . . . , 2
N − 1) множество точек x = (x1, . . . , xl) из Ω,

расстояние от которых до границы Γ области Ω удовлетворяет
неравенствам

(m/2N)v ≤ d(x,Γ) ≤ ((m+ 1)/2N)v,
где v = (s− l/p+ l/q)/(s− l/p+ l/q − γ).
В каждой области ∆m разместим кубы ∆mi1,...,il, ребра которых

равны hm = ((m + 1)/2N)v − (m/2N)v. В каждом кубе ∆mi1,...,il
функция f(x) аппроксимируется интерполяционным полиномом
Ps(f,∆

m
i1,...,il

), описанным при доказательстве предыдущей теоре-
мы. Повторяя проведенные в ней выкладки, можно показать, что
‖f(x)− fN (x)‖Lq ≤
≤ A2−N(s−l/p+l/q), где fN (x)− сплайн, совпадающий в каждом кубе
∆mi1,...,il с полиномом Ps(f,∆

m
i1,...,il

).
Обозначим через n число кубов ∆mi1,...,il, размещенных в области

Ω. Связь между n и 2N установлена соотношением (3.1), которое
в данном случае имеет вид

n ³

2Nv(l−1) при v > l/(l − 1),
2Nl при v < l/(l − 1),
N2Nl при v = l/(l − 1).

Обозначим через ∆̃ki1,...,il кубы, внутренние точки которых совпа-
дают с внутренними точками кубов ∆ki1,...,il. Боковые грани кубов

∆̃ki1,...,il построены таким образом, чтобы объединение всех кубов

∆̃ki1,...,il совпадало с областью Ω, а пересечение любых двух кубов

∆̃ki1,...,il и ∆̃
l
j1,...,jl

, которые отличаются хотя бы одним индексом, бы-
ло бы пусто. Очевидно такое покрытие области Ω неоднозначно.
Обозначим через Ssln пространство всех функций f(x), совпа-

дающих в каждом кубе ∆̃mi1,...,il с некоторым многочленом степени
s− 1 по каждой переменной.
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Пусть f(x)− полином степени s− 1 по каждой переменной в от-
дельности, определенный в кубе G = [0, 1]l. Рассмотрим две нормы

‖f‖Lp(G) =
∫
G

|f(x)|p dx

1/p

и

‖f‖∗ =
 s−1∑
i1=0

. . .
s−1∑
il=0

∣∣∣∣∣∣f
i1 + 1/2

s
, . . . ,

il + 1/2

s

∣∣∣∣∣∣
p1/p .

Лемма 3.1. Справедливы неравенства

A‖f‖∗ ≤ ‖f‖Lp ≤ B‖f‖∗. (3.19)

Доказательство. Неравенства (3.19) справедливы, так как две
любые нормы в конечномерных пространствах эквивалентны.
Пусть ∆mi1,...,il = [a

m
i1
, ami1+1; . . . ; a

m
il
, amil+1]. Введем норму

‖f‖N,α =
2N−1∑
k=0

hlk
∑
i1

. . .
∑
il

s−1∑
k1=0

. . .
s−1∑
kl=0

∣∣∣∣∣∣f
aki1 + k1 + 1/2s

hk, . . . , a
k
il
+

+
kl + 1/2

s
hk

∣∣∣∣∣∣
α1/α .

Лемма 3.2. Пусть f ∈ Sslnk . Справедливы неравенства
A‖f‖k,α ≤ ‖f‖Lp(Ω) ≤ B‖f‖k,α.

Доказательство. Сделаем в интеграле∫
∆mi1,...,il

|f(x)|p dx

замену переменных x1 = ami1 + t1hm, . . . , xl = a
m
il
+ tlhm. Тогда∫

∆mi1,...,il

|f(x)|p dx = hlm
∫
G

∣∣∣f (ami1 + t1hm, . . . , amil + tlhm)∣∣∣p dt1 . . . dtl.
Следовательно,

Aphlm
s−1∑
k1=0

. . .
s−1∑
kl=0

∣∣∣∣∣∣f
ami1 + k1 + 1/2s

hm, . . . , a
m
il
+
k1 + 1/2

s
hm

∣∣∣∣∣∣
p

≤
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≤
∫

∆mi1,...,il

|f(x)|p dx ≤

≤ Bphlm
s−1∑
k1=0

. . .
s−1∑
kl=0

∣∣∣∣∣∣f
ami1 + k1 + 1/2s

hm, . . . , a
m
il
+
k1 + 1/2

s
hm

∣∣∣∣∣∣
p

.

Суммируя эти неравенства по m и i1, . . . , il, убеждаемся в спра-
ведливости леммы.
Лемма 3.3. Любая функция f(x) = Qr,γ,p([−1, 1]l), l ≥ 2, пред-

ставима в виде равномерно на [−1, 1]l сходящегося ряда

ϕ(x) =
∞∑
k=0

fk(x), x ∈ [−1, 1]l, (3.20)

где fk(x) ∈ Sslnk , ‖ϕ(x)− ϕnk(x)‖Lq ≤ An−k(s−l/p+l/q).
Доказательство. Выше всякой функции ϕ(x) ∈ Qr,γ,p(Ω,M)

был поставлен в соответствие сплайн ϕnk(x) ∈ Sslnk , такой, что
‖ϕ(x)− ϕslnk(x)‖Lq ≤ A2−k(s−l/p+l/q).

Полагая f0(x) = ϕ0(x) и fk(x) = ϕnk(x) − ϕnk−1(x), получаем
(3.20). Очевидно,

‖fk(x)‖Lq ≤ ‖ϕ− ϕnk‖Lq + ‖ϕ− ϕnk−1‖Lq ≤ A2−k(s−l/p+l/q).
Лемма доказана.
Лемма 3.4. Пусть s > l/p− l/q; n,mk− целые неотрицательные

числа, удовлетворяющие условию
∑∞
k=0mk ≤ n. Тогда

dn(Qr,γ,p(Ω,M), Lq) ≤ A
∞∑
i=0

′2−isdmi(B
slni
p , L

slni
q )+

+A
∞∑
i=0

′′2−i(s−l/p+l/q), (3.21)

где A зависит только от p, q и s;
∑′ означает суммирование по i

таким, что mi 6= 0,∑′′ − суммирование по остальным i.
Доказательство. Банахово пространство Spslnk изоморфно и

изометрично пространству lslnk . Согласно определению mk-го по-
перечника для любого ε > 0 существует такое mk-мерное про-
странство Lmk ⊂ Spslnk , что

d(B(Spslnk), Lmk , S
q
slnk
) ≤ dmk(Bs

lnk
p , l

slnk
q ) + ε, (3.22)
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где B(Spslnk) = B
slnk
p − единичный шар пространства Spslnk ,

d(K,Ln, L) = sup
x∈K
d(x, Ln, L), d(x, Ln, L) = inf{‖x− y‖L : y ∈ Ln}.

Положим Ln =
∑
k
Lmk (сумма состоит из конечного числа сла-

гаемых). Тогда dim Ln ≤ n, и можно считать, что dim Ln = n.
Оценим отклонение произвольной функции ϕ(x) ∈ Qr,γ,p([−1, 1]l)
от Ln в метрике пространства Lq.
Из неравенства (3.22) следует, что для функции fi, являющейся

i-м членом ряда (3.20) существует такая функция f i ∈ Lmi, что:
‖fi − f i‖k,q ≤ A‖fi‖k,q(dmi(Bs

lni
p , l

slni
q ) + ε).

Применяя лемму 3.2, перепишем это неравенство в виде:

‖fi − f i‖q ≤ A‖fi‖p(dmi(Bs
lni
p , l

slni
q ) + ε).

Воспользовавшись оценкой ‖fi‖p, приведенной в лемме 3.3, име-
ем:

‖fi − f i‖q ≤ A2−is(dmi(Bs
lni
p , l

slni
q ) + ε).

Положим ϕ(x) =
∞∑
i=0
f i(x), причем сумма содержит лишь конеч-

ное число ненулевых функций. Тогда

‖ϕ(x)− ϕ(x)‖q ≤ A
∞∑
i=0

′2−is(dmi(B
slni, ls

lni
q ) + ε)+

+A
∞∑
i=0

′′2−i(s−l/p+l/q),

где
∑′ означает суммирование по таким i, что f i(x) 6= 0;∑′′ − сум-

мирование по остальным i. Из произвольности ε следует неравен-
ство (3.21). Лемма доказана.
Продолжим доказательство теоремы 3.9. Рассмотрим вна-

чале случай, когда v < l/(l − 1). Положим

mi =


slni − 1 при i < [µ log2 n],
sln[µ log2 n] при [µ log2 n] ≤ i ≤ [w log2 n],
0 при i > [w log2 n],

где µ = (s/l−1/p+1/2)/(s+l/2), w = (s/l−1/p+1/2)/(s−l/p+l/q),

ni =


s2il при i < [µ log2 n],
s2l[µ log2 n] при [µ log2 n] ≤ i ≤ [w log2 n],
0 при i > [w log2 n].
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Из теоремы 3.8 следует, что

dn(Qr,γ,p(Ω,M), Lq) ≤∑
1

+
∑
2

=

= A
[w log2 n]∑
i=[µ log2 n]

2−isdni(B
slmi
p , ls

lmi
q ) + A

∞∑
i=[w log2 n]+1

2−(i/s−l/p+l/q). (3.23)

Оценим каждую из этих сумм в отдельности. Очевидно,

∑
2

= A
∞∑

i=[w log2 n]+1

2−i(s−l/p+l/q) ≤ An−w(s−l/p+l/q) ≤

≤ An−(s−1/p+1/2). (3.24)

Приступим к оценке
∑
1
, полагая вначале, что q =∞. Так как

dn(B
m
p , l

m
∞) ≤ dn(Bm2 , lm∞),

то

A
[w log2 n]∑
i=[µ log2 n]

2−isdmi(B
slni
p , l

slni∞ ) ≤

≤ A
[w log2 n]∑
i=[µ log2 n]

2−isdmi(B
slni
2 , l

slni∞ ) ≤ A
[w log2 n]∑
i=[µ log2 n]

2−ism−1/2i ≤

≤ A
[w log2 n]∑
i=[µ log2 n]

2−is2−il/2 ≤ An−(s/l−1/p+1/2).

Учитывая, что dn(Qr,γ,p(Ω,M), Lq) ≤ dn(Qr,γ,p(Ω,M), L∞), име-
ем: ∑

1

≤ An−(s/l−1/p+1/2). (3.25)

Оценим сумму

[w log2 n]∑
i=1

mi ≤ A
[µ log2 n]∑
i=1

ni ≤ A
w log2 n∑

i=[µ log2 n]+1

n[µ log2 n] ≤

≤ An−(s−l/p+1/2)/(s+1/2) log2 n ≤ An. (3.26)

Из оценок (3.23) — (3.26) следует, что

dn(Qr,γ,p(Ω,M), Lq) ≤ An−(s/l−l/p+1/2). (3.27)
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Оценка снизу поперечника dn(Qr,γ,p(Ω,M), Lq) получена в теоре-
ме 3.5.
Из сопоставления оценок снизу и сверху следует справедливость

теоремы в случае, когда v < l/(l − 1).
Рассмотрим случай, когда v > l/(l − 1). Положим

mi =


slni − 1 при i < [µ log2 n];
sln[µ log2 n] при [µ log2 n] ≤ i < [w log2 n];
0 при i ≥ [w log2 n],

где

µ =

((
r − l
p
+
l

q

)
1

l − 1 −
1

q
+
1

2

)
/

s+ v(l − 1)
2

 ,
w =

((
r − l
p
+
l

q

)
1

l − 1 −
1

q
+
1

2

)
/

(
s− l
p
+
l

q

)
.

Из теоремы 3.8 следует, что

dn(Qr,γ,p(Ω,M), Lq) ≤
∑
1

+
∑
2

=

= A
[w log2 n]∑
i=[µ log2 n]

2−isdmi(B
slni
p , l

slni
q )+

+A
∞∑

i=[w log2 n]+1

2−i(s−l/p+l/q). (3.28)

Оценим каждую из этих сумм в отдельности. Очевидно,

∑
2

= A
∞∑

i=[w log2 n]+1

2−i(s−l/p+l/q) ≤ An−w(s−l/p+l/q) ≤

≤ An−(r−l/p+l/q)/(l−1)+1/q−1/2. (3.29)

Приступим к оценке
∑
1, полагая вначале q =∞.

∑
1

= A
[w log2 n]∑
i=[µ log2 n]

2−isdmi(B
slni
p , l

slni∞ ) ≤

≤ A
[w log2 n]∑
i=[µ log2 n]

2−isdmi(B
slni
p , l

slni∞ ) ≤
[w log2 n]∑
i=[µ log2 n]

2−ism−1/2i ≤

≤ An−µv(l−1)/2
[w log2 n]∑
i=[µ log2 n]

2−is ≤ An−µ(v(l−1)/2+s) ≤

90



≤ An−(r−l/p+l/q)/(l−1)+1/q−1/2.
Tак как

dn(Qr,γ,p(Ω,M), Lq) ≤ dn(Qr,γ,p(Ω,M), L∞),
то ∑

1

≤ An−(r−l/p+l/q)/(l−1)+1/q−1/2. (3.30)

Оценим сумму mi

∑
mi ≤

[µ log2 n]∑
i=1

mi +
[w log2 n]∑
i=[µ log2 n]

m[µ log2 n] ≤

≤ Anµv(l−1) log2 n ≤ Anσ log2 n,
где

σ =

r − l/p+ l/q
l − 1 − 1

q
+
1

2

 /
 s(r − l/p+ l/q)
(s− l/p+ l/q)(l − 1) +

1

2

 < 1.
Следовательно, ∑

mi ≤ An.
Из оценок (3.28) − (3.30) следует, что

dn(Qr,γ,p(Ω,M), Lq) ≤ An−(r−l/p+l/q)/(l−1)+1/p−1/2.
Оценка сверху получена.
Оценка снизу установлена в теореме 3.5. Из сопоставления оце-

нок снизу и сверху поперечника dn следует справедливость теоре-
мы при v > l/(l − 1).
Теорема доказана.

4. Аппроксимация сплайнами на классе Br,γ(Ω,M)
функций одной переменной

Пусть Ω = [−1, 1]. Построим локальный сплайн ϕN(t), аппрокси-
мирующий функцию ϕ(t) из класса Br,γ(Ω,M) на сегменте [−1, 1].
Разобъем сегмент [−1, 1] на более мелкие сегменты ∆k =

[tk, tk+1],
∆k = [τk+1, τk] точками t0 = −1, tk = −1 + (ek−1/eN)v, τ0 = 1, τk =
= 1 − (ek−1/eN)v, где k = 1, . . . , N + 1; причем v = 1/w,w = 2Me
при 2Me > 1 и v = ln 2 при 2Me ≤ 1.
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На сегменте ∆0 (аналогично ∆0) функция ϕ(t) аппроксимиру-
ется отрезком ряда Тейлора ϕr(t,∆0,−1) (ϕr(t, ∆̄0, 1)); на сегмен-
тах ∆k (аналогично ∆̄k) функция ϕ(t) аппроксимируется отрез-
ком ряда Тейлора ϕs−1(t,∆k, tk), (ϕs−1(t, ∆̄k, τk)), где s = [(r + 1−
γ)N/(2Me)] + 1 при w > 1 и s = [(r + 1− γ)N/(1 + log2 e)] + 1 при
w ≤ 1. Обозначим через ϕN(t) локальный сплайн, состоящий из
полиномов ϕr и ϕs−1.
Оценим погрешность аппроксимации функции ϕ(t) локальным

сплайном ϕN(t).
Вначале рассмотрим случай, когда w > 1.
На сегменте ∆0 (аналогично ∆0)

|ϕ(t)− ϕN(t)| ≤ CM
r+1(r + 1)r+1

(r + 1)!
e−Nv(r+1−γ) ≤ Ce−(r+1−γ)N/2Ae.

На сегментах ∆k(k = 1, 2, . . . , N)(аналогично ∆k)

|ϕ(t)− ϕN (t)| ≤ CM
sss

s!
hsk

 eN
ek−1

(s−r−1+γ)v =

=
CM ses√
2πs

e(k−1)(r+1−γ)v

eN(r+1−γ)v
(ev − 1)s ≤ CM

ses√
2πs
(ev − 1)s ≤

≤ CM
ses√
2πs

(
2

w

)s
=
C√
s
e−s =

C√
N
e−(r+1−γ)N/(2Ae).

Так как локальный сплайн ϕN(t) имеет 2N + 1 узел, а в ка-
ждом узле используются значения функции ϕ(t) и ее производных
до [(r + 1−
−γ)N/2Me] + 1 порядка включительно, то общее число функци-
оналов, используемое при построении локального сплайна, равно
n = (2N+

+1)([(r+1−γ)N/2Me]+1).ОтсюдаN > (1+o(1))√Mne/(r + 1− γ).
Следовательно, при w > 1

| ϕ(t)− ϕN(t) |≤ C exp
−12

√√√√(r + 1− γ)n
Ae

 .
Пусть теперь w ≤ 1.
На сегменте ∆0 (аналогично ∆0)

| ϕ(t)−ϕN(t) |≤ CM
rrr

r!
e−N(r+1−γ)v ≤ Ce−(r+1−γ)N ln 2 ≤ C2−(r+1−γ)N .
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На сегментах ∆k(k = 1, 2, . . . , N) (аналогично ∆k)

| ϕ(t)− ϕN(t) |≤ CM
sss

s!
hsk

 eN
ek−1

(s−r−1+γ)v = CM ses√
2πs
(ev − 1)s ≤

≤ CM
sss√
2πs

=
C√
2πs
(2e)−s ≤ C2−(r+1−γ)N .

Общее число функционалов, используемых при построении
сплайна ϕN(t) в случае, когда w < 1, равно n = (2N + 1)([(r +
1− γ)N/(1 +
+ log e)] + 1) = (1 + o(1))2(r + 1− γ)N/(1 + log2 e). Отсюда
N = (1+ o(1))

√
n(1 + log e)/2(r + 1− γ) > (1+ o(1))

√
n/(r + 1− γ).

Таким образом погрешность аппроксимации при w < 1 оцени-
вается неравенством

| ϕ(t)− ϕN (t) |≤ C2−(r+1−γ)N ≤ C2−
√
(r+1−γ)n ≤ Ce−

√
(r+1−γ)n ln 2

Выше построен локальный сплайн, составленный из отрезков
ряда Тейлора. При этом в построении сплайна участвуют произ-
водные достаточно высоких порядков. Таким образом, на практи-
ке использование подобных сплайнов затруднительно. Этого не-
удобства легко избежать, построив локальный сплайн ϕ∗N(t), со-
ставленный из интерполяционных полиномов Ps[ϕ,∆k] и Ps[ϕ, ∆̄k],
k = 0, 1, . . . , N. Обозначения s, ∆k и ∆̄k k = 0, 1, . . . , N−1, описаны
выше, а интерполяционный полином Ps[ϕ, [a, b]) введен во втором
разделе этой главы.
Можно показать, что погрешность локального сплайна ϕ∗N (t)

оценивается неравенствами

‖ϕ(t)− ϕ∗N(t) =
 C exp{−

1
2

√
(r+1−γ)n
Ae

} lnn приw > 1,

C2−
√
(r+1−γ)n lnn приw ≤ 1.

(4.1)

Остановимся теперь на аппроксимации функций, принадлежа-
щих множеству B̄r,γ(Ω,M) локальными сплайнами.
Будем использовать узлы tk, τk, k = 0, 1, . . . , N и сегменты ∆k и

∆̄k, k = 0, 1, . . . , N − 1, введенные вначале данного раздела. Пусть
M = [ln1/rN ] + 1. Покроем сегмент ∆0 более мелкими сегмента-
ми ∆0j, j = 0, 1, . . . ,M − 1, где ∆0j = [t0j, t0,j+1], j = 0, 1, . . . ,M,
t0j = −1+
+jh0/M, j = 0, 1, . . . ,M, h0 = t1 − t0. Аналогичным образом, сег-
мент ∆̄0 покрывается сегментами ∆̄0,j, j = 0, 1, . . . ,M − 1.
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В каждом сегменте ∆0j функция ϕ(t) аппроксимируется интер-
поляционным полиномом Pr(ϕ,∆0j), j = 0, 1, . . . ,M − 1. Аналогич-
но в каждом сегменте ∆̄0j функция ϕ(t) аппроксимируется интер-
поляционным полиномом Pr(ϕ, ∆̄0j), j = 0, 1, . . . ,M − 1. В каждом
сегменте ∆k функция ϕ(t) аппроксимируется интерполяционным
полиномом Ps(ϕ,∆k), k = 0, 1, . . . ,M − 1. Аналогично в каждом
сегменте ∆̄k функция ϕ(t) аппроксимируется интерполяционным
полиномом Ps(ϕ, ∆̄k), k = 1, 2, . . . ,M − 1. Значения s определены
выше. Обозначим через ϕ∗∗N (t) сплайн, составленный из полино-
мов Pr(ϕ,∆0j), Pr(ϕ, ∆̄0j), j = 0, 1, . . . ,M − 1, Ps(ϕ,∆k), Ps(ϕ, ∆̄k),
k = 1, 2, . . . ,M − 1.
Повторяя рассуждения, приведенные выше при исследовании

точности аппроксимации локальными сплайнами функций, при-
надлежащих множеству B̄r,γ(Ω,M), можно показать, что для
‖ϕ(t)− ϕ∗∗N (t)‖C справедлива оценка, определяемая правой частью
неравенства (4.1).

5. Поперечники класса Br,γ(Ω,M) функций многих
переменных

В этом разделе используются усреднения различных функций.
В связи с этим приведем условия, налагаемые на ядра усреднения
(см. [75, с. 104]). При этом условие 4) нам понадобится в более
сильной форме, нежели в [75].
Наложим на функцию ωh(x, y) переменных x = (x1, . . . , xl), y =

= (y1, . . . , yl), определенную в Rl и зависящую от параметра h,
следующие условия:
1) suppωh(x, y) ⊂ {(x, y) :| x − y |< Kh},K > 0, т. е. носитель

функции ωh лежит в «диагональной полоске», ширина которой по-
рядка h;
2) 0 ≤ ωh(x, y) ≤ Kh−l;
3)
∫
Rl ωh(x, y)dy = 1 (условие нормировки),

4) ωh(x, y) имеет непрерывные производные до любого порядка
по совокупности переменных x и у , причем

| DαxDβyωh(x, y) |≤ KAvvvh−l−|α|−|β|,
где v =| α | + | β | .
Возьмем в качестве ω(x) функцию, имеющую непрерывные про-

изводные любого порядка, равную нулю вне куба [−1, 1]l и удовле-
творяющую условию нормировки. Потребуем, чтобы производные
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функции ω(x) удовлетворяли неравенствам

| ∂
|v|ω(x)

∂v1x1. . . . .∂
vl
xl

|≤ A|v| | v ||v|,

где v = (v1, . . . , vl), | v |= v1 + . . . + vl, A = const.
Функцию ωh(x, y) можно теперь определить по формуле ωh(x, y) =

h−lω(x−y
h
).

Теорема 5.1. Пусть Ω = [−1, 1]l, l ≥ 2. Справедлива оценка
δn(Br,γ(Ω) ≥ An−(r+1−γ)/(l−1). (5.1)

Доказательство. Обозначим через ∆0 множество точек x ∈ Ω,
расстояние от которых до границы Γ множества Ω удовлетворяет
неравенствам

0 ≤ d(x,Γ) = min1≤i≤lmin(| −1− xi |, | 1− xi |) ≤ 2−N .
Обозначим через ∆k, k = 1, 2, . . . , N, множество точек x ∈ Ω,

расстояние от которых до границы Γ множества Ω удовлетворяет
неравенствам

2k−1

2N
≤ d(x,Γ) = min1≤i≤lmin(| −1− xi |, | 1− xi |) ≤ 2

k

2N
.

В каждой области ∆k, k = 0, 1, . . . , N, разместим кубы ∆ki1,...,il с
гранями, параллельными граням куба Ω, и ребрами, имеющими
длину hk, k = 0, 1, . . . , N −1, h0 = 2−N , hk = 2k−1/2N , k = 1, . . . , N −
1. То обстоятельство, что в каждой области ∆k, k = 0, 1, . . . , N,
может оказаться 2l параллелепипедов с гранями, параллельными
граням куба Ω, не влияет на общность рассуждений. В каждом ку-
бе ∆ki1,...,il, k = 0, 1, . . . , N, разместим куб ∆

∗k
i1,...,il

, k = 0, 1, . . . , N, с
гранями, параллельными граням куба Ω, центр симметрии кото-
рого совпадает с центром симметрии куба ∆ki1,...,il, k = 0, 1, . . . , N,
а длина ребра h∗k которого равна h∗k = hk/8.
Каждому кубу ∆∗ki1,...,il поставим в соответствие функцию

Lki1,...,il =

 1, x ∈ ∆
∗k
i1,...,il

,

0, x /∈ ∆∗ki1,...,il.
Каждой функции Lki1,...,il поставим в соответствие среднюю

функцию, определяемую формулой:

L∗ki1,...,il(x) = (h
∗
k)
−l+r+1−γ ∫

Ω
ω

y − x
h∗k

Lki1,...,il(y)dy, (5.2)
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где ω( x
h∗k
)− ядро усреднения, удовлетворяющее перечисленным вы-

ше условиям.
При выполнении этих условий функция L∗ki1,...,ie(x) принадлежит

классу Br,γ(Ω) . В результате в каждом кубе ∆ki1,...,il построена
функция L∗ki1,...,il(x), принадлежащая классу Br,γ(Ω), равная нулю
вне куба ∆ki1,...,il и в центре куба ∆

k
i1,...,il

, принимающая значение,
не меньшее чем C2−(r+1−γ)N , причем константа С одна и та же для
всех кубов ∆ki1,...,il.
Обозначим через n число кубов ∆ki1,...,il, образующих покрытие

области Ω. Оценим число n. Очевидно,

1 +m([2N+1])l−1 +m
N−1∑
k=1

2(1− 2k−N )
hk

l−1 ≤ n ≤

≤ 1 +m([2N+1] + 1)l−1 +m
N−1∑
k=1

2(1− 2k−N)
hk

+ 1
l−1 ,

где m = 2l.
Нетрудно видеть, что

N−1∑
k=1

(
1− 2k−N
hk

)l−1 ≤
N−1∑
k=1

 2N − 2k
2k+1 − 2k

l−1 ≤ C2N(l−1).
Следовательно, n ≤ C2N(l−1).
Аналогичным образом доказывается обратное неравенство

n ≥ C2N(l−1).
Поэтому

n = C2N(l−1). (5.3)

Повторяя неоднократно приводимые рассуждения, имеем
δn(Br,γ(Ω,M) ≥ A2−N (r+1−γ). Учитывая связь между N и n выра-
женную формулой (5.3), имеем окончательно:

δn(Br,γ(Ω),M) ≥ Cn(−r+1−γ)/(l−1). (5.4)

Теорема доказана.
Построим локальные сплайны, реализующие эту оценку. Один

из таких сплайнов построен при γ = 1 в [ 22, с 76 − 80]. При его по-
строении в каждом кубе ∆ki1,...,il функция f(x1, . . . , xl) аппроксими-
ровалась отрезком ряда Тейлора. В результате локальный сплайн
fN(x1, . . . , xl) был разрывным.
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Построим локальный сплайн таким образом, чтобы в каждом
кубе ∆ki1,...,il функция f(x) аппроксимировалась интерполяционны-
ми полиномами. Это позволит построить сплайн непрерывный в
Ω и тем самым оценить сверху поперечник Колмогорова.
Опишем построение интерполяционных полиномов. Обозначим

через ζ1, . . . , ζr узлы полинома Чебышева первого рода степени
r, расположенные на сегменте [−1, 1]. Отобразим сегмент [ζ1, ζr]
на сегмент [a, b] таким образом, чтобы точка ζ1 перешла в точку
a, а точка ζr − в точку b. Обозначим через ζ∗1 , . . . , ζ∗r образы то-
чек ζ1, . . . , ζr при отображении сегмента [ζ1, ζr] на сегмент [a, b].
Полином степени r − 1, интерполирующий функцию g(t) в сег-
менте [a, b] по узлам ζ∗1 , . . . , ζ∗r обозначим через Pr(g, [a, b]). Пусть
D = [a1, b1; . . . ; al, bl]. Введем в области D интерполяционный по-
лином, определяемый формулой Pr,...,r(f,D) =
= P x1r (. . . (P

xl
r (f, [al, bl]), [al−1, bl−1]), . . .), [a1, b1]), где верхние индек-

сы в P xir обозначают переменную, по которой проводится интер-
поляция. Таким образом, интерполяционный полином Pr,...,r(f,D)
строится последовательным интерполированием функции f(x) по
переменным xi, i = 1, . . . , l, в сегментах [ai, bi], i = 1, . . . , l.
Покроем область Ω кубами ∆ki1···il, k = 0, 1, . . . , N + 1, постро-

ение которых подобно описанному при доказательстве теоремы
5.1. Отличие заключается в следующем. Через ∆0 обозначим мно-
жество точек x, удовлетворяющих неравенствам 0 ≤ d(x,Γ) ≤
2−N(r+1−γ)/r; через ∆1− множество точек x, удовлетворяющих не-
равенствам 2−N (r+1−γ)/r ≤
≤ d(x,Γ) ≤ 2−N ; через ∆k, k = 2, . . . , N− множества точек x,
удовлетворяющих неравенствам 2k−1−N ≤ d(x,Γ) ≤ 2k−N , k =
0, 1, . . . , N. Разбиение на кубы ∆ki1···il проводится способом, описан-
ным при доказательстве теоремы 5.1.
Построение локального сплайна начнем с куба ∆N . В кубе ∆N

функция f(x) интерполируется полиномом Pm,...,m(f,∆N), где m =
= [2r+1−γMσ(N)N ] + 1; σ(N) = (lnlN)1/N .
Перейдем к области ∆N−1. Эта область разбивается на ку-

бы ∆N−1i1,...,il, причем разбиение проводится таким образом, чтобы
вершины куба ∆Ni1,...,il входили в число точек разбиения. В ка-
ждом из кубов ∆N−1i1,...,il функция f(x) интерполируется полиномом
Pm,...,m(f,∆

N−1
i1,...,il), где f(x) =

= Pm,...,m(f,∆
N) на пересечении куба ∆Ni1,...,il и области ∆

N−1 и
f(x) =
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= f(x) во всех остальных точках куба ∆N−1i1,...,il.

Аналогичным образом проводятся построения в кубах ∆ki2,...,il, k =
= 0, 1, . . . , N − 2.
Полученный в результате описанных построений сплайн обо-

значим через fN (x). Этот сплайн непрерывен в области Ω.
Оценим погрешность аппроксимации функции f(x) сплайном

fN(x).
Пусть x ∈ ∆0i1,...,il. Тогда

‖ f(x)− fN(x) ‖C≤ Chr0 ≤ C2−N(r+1−γ). (5.5)

Пусть x ∈ ∆ki1,...,il. Тогда, используя при получении оценок про-
изводные до N -го порядка, имеем:

‖ f(x)− fN(x) ‖C≤ M
NNN2k(r+1−γ)

2N(r+1−γ)
1

mN
lnlN ≤

≤ C2−N(r+1−γ). (5.6)

Из оценок (5.5), (5.6) имеем

‖ f(x)− fN(x) ‖C≤ C2−(r+1−γ)N . (5.7)

Обозначим через n1 число функционалов, используемых при по-
строении локального сплайна fN(x). Очевидно, n1 = [Cml2N(l−1)]+
1. Отсюда, N = C( log2 n

l−1 − l
l−1 log2 log2 n1).

Из этого выражения и неравенства (5.7) следует оценка

‖ f(x)− fN(x) ‖C≤ Cn−(r+1−γ)/(l−1)1 . (5.8)

Таким образом, доказано следующее утверждение.
Теорема 5.2. Справедлива оценка

dn(Br,γ(Ω), C) ≤ Cn−(r+1−γ)/(l−1).
Из сопоставления оценок (5.4) , (5.8) и неравенства δn ≤ 2dn,

связывающего поперечники Бабенко и Колмогорова, вытекает сле-
дующее утверждение.
Теорема 5.3. Справедлива оценка

dn(Br,γ(Ω), C) ³ Cn−(r+1−γ)/(l−1).
В заключение этого раздела построим локальный сплайн ϕN(t),

аппроксимирующий функцию ϕ(x) ∈ B̄r,γ(Ω,M). При этом вос-
пользуемся проведенным выше при доказательстве теоремы 5.2 по-
крытием куба Ω более мелкими кубами ∆ki1,...,il, k = 0, 1, . . . , N − 1.
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Дополнительно каждый из кубов ∆0i1,...,il разделим на M l, M =

[N 1/r] + 1 равных частей. Для этого ребра куба ∆0i1,...,il делятся
на M частей и через точки деления проводятся плоскости, па-
раллельные координатным плоскостям. Полученные в результа-
те этих действий кубы обозначим через ∆0i1,...,il;j1,...,jl. В каждом
кубе ∆0i1,...,il;j1,...,jl функция f(x) будет приближаться интерполя-
ционным полиномом Pr,...,r(f,∆0i1,...,il;j1,...,jl). В каждом кубе ∆

k
i1,...,il

функцию f(x) будем приближать интерполяционным полиномом
Pm,...,m(f,∆

k
i1,...,il;j1,...,jl

), k = 0, 1, . . . , N − 1, где m было определено
выше при доказательстве теоремы 5.2. Полученный в результате
этих построений локальный сплайн обозначим через fN(x). Повто-
ряя практически дословно доказательство теоремы 5.2, приходим
к оценке:

‖f(x)− fN (x)‖ ≤ B2−Nr.
Общее число кубов ∆0i1,...,il;j1,...,jl и ∆

k
i1,...,il

, k = 1, 2, . . . , N − 1,
равно CN l/r2N(l−1). Общее число функционалов, используемых при
построении сплайна fN (x) равно n = CN (r+l)/r2N(l−1). Таким обра-
зом, погрешность аппроксимации функций f(x) ∈ B̄r,γ(Ω,M), вы-
раженная через используемое число функционалов, оценивается
неравенством

‖f(x)− fN (x)‖C ≤ B (log2 n)
(l+r)/(l−1)

nr/(l−1)
.
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Глава 3

ЭНТРОПИЯ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ МНОЖЕСТВ

1. Определения и предварительные сведения

В 1948 г. вышла из печати знаменитая работа К.Шеннона «Ма-
тематическая теория связи», в которой понятие энтропии было пе-
ренесено из статистической физики на теорию передачи информа-
ции [101]. В частности, К. Шеннон дал следующее определение
энтропии дискретных множеств.
Определение 1.1. [101]. Пусть X− множество, состоящее из n

элементов x1, x2, . . . , xn. Число H(X) = log2 n называется энтропи-
ей множества X.
Энтропия H(X) множества X определяет число двоичных раз-

рядов, которыми необходимо располагать для того, чтобы можно
было бы однозначно выделить из множества X каждый из его эле-
ментов.
Поставим множеству X, состоящему из n элементов, в соответ-

ствие двоичное число 0, α1α2 · · ·αm, где αi = 0, 1, i = 1, 2, . . . , m.
Всего имеется 2m различных двоичных чисел вида 0, α1α2 · · ·αm.
Следовательно, выбрав m как наименьшее целое число, удовлетво-
ряющее неравенству 2m ≥ n, убеждаемся, что m ≥ log2 n > m− 1
и m− 1 <
< H(X) ≤ m. Таким образом, чтобы каждому элементу множе-
ства X поставить в однозначное соответствие двоичное число из
множества m-разрядных двоичных чисел 0, α1 · · ·αm достаточно
m = H(X) двоичных разрядов, если n = 2m, или m = [H(X)] + 1
двоичных разрядов, если n не представимо в виде n = 2m.
Совершенно очевидно, что для передачи информации о множе-

стве X по каналам дискретной связи, достаточно передать дво-
ичное число 0, α1 · · ·αm, где m = [H(X)] + 1. Как отмечено в [85]
идеи К.Шеннона, развитые в работе «Математическая теория свя-
зи» послужили толчком для создания А. Н. Колмогоровым нового
направления в теории приближений − энтропии компактных мно-
жеств в метрических пространствах.
Невозможно представить элементы бесконечного множества

двоичными числами 0, α1α2 · · ·αm с фиксированным числом разря-
довm. Поэтому приходится прибегнуть к приближенному предста-
влению элементов бесконечного множества с точностью ε(ε > 0).
А. Н. Колмогоров указал два способа приближенного задания с
точностью ε элементов множества Ψ метрического пространства
X элементами N -мерного (N(ε)) множества XN .
Первый способ состоит в указании наименьшего числа элемен-

тов Nε(Ψ, X) в ε-сети множества Ψ в пространстве X и построения
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самой ε-сети.
Второй способ заключается в построении наиболее экономич-

ного (т. е. имеющего наименьшую мощность) покрытия {ψj},
j = 1, 2, . . . ,
N(ε) множества Ψ элементами {ψj}, j = 1, 2, . . . , N(ε), каждый из
которых имеет диаметр 2ε. Наименьшая мощность этого покрытия
обозначается через Nε(Ψ).
Величины Hε(Ψ, X) = log2Nε(Ψ, X) и Hε(Ψ) = log2N(Ψ) назы-

ваются соответственно относительной и абсолютной ε-энтропией
множества Ψ.
Восстановление функций тесно связано с задачами табулирова-

ния. Приведем основные определения, используя материалы работ
[32], [82]. Пусть B− банахово пространство, X ⊂ B− компакт, x ⊂
⊂ X− элемент компакта X. Рассмотрим алфавит, состоящий из
двух букв: нуль и единица. Слова, составленные из этих букв, бу-
дем называть двоичными словами, таблицей элемента x ⊂ X−
двоичное слово Tx, его длину N− длиной таблицы. Число различ-
ных таблиц не превосходит 2N . Так как X− компакт, то по тео-
реме Хаусдорфа о необходимых и достаточных условиях компакт-
ности множества (см. теорему 4.2 из главы 1) для любого ε > 0
существует конечная ε-сеть, и следовательно, с помощью конечно-
го числа двоичных разрядов можно задать элемент x с точностью
ε. Будем предполагать, что существует алгоритм, позволяющий
по таблице Tx восстановить элемент с точностью ε. Этот алго-
ритм называется [82] расшифровывающим алгоритмом таблицы.
Расшифровывающий алгоритм будет строиться в явном виде в ка-
ждом конкретном случае табулирования.
Под таблицей понимается пара: двоичное слово и расшифровы-

вающий алгоритм, который обозначается через R. Точностью та-
блицы называется величина

εx = ‖x− R(Tx)‖.
Множество таблиц (Tx) данной длины N и расшифровывающий
алгоритм R определяют способ табулирования элементов компак-
та X.
Точностью метода табулирования называется величина

ε = sup
x∈X
εx.

Возникает задача построения метода табулирования, имеющего
заданную точность при минимальном объеме таблицы. Эта задача
тесно связана с колмогоровской теорией ε-энтропии.
После этого предварительного обсуждения дадим строгие опре-

деления ε-емкости и ε-энтропии функциональных множеств.
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Напомним определения и основные результаты теории ε-энтропии.
Конечное множество S ⊂ B называется ε-сетью для X, если для

любого x ∈ X найдется такой элемент s ∈ S, что ‖x − s‖ ≤ ε.
Минимальную мощность ε-сети обозначим Vε(X,B).
Конечная система ω замкнутых в компакте X множеств называ-

ется 2ε-покрытием X, если объединение элементов этой системы
совпадает с X, а диаметр каждого из них не превосходит 2ε. Ми-
нимальную мощность 2ε-покрытия обозначим Vε(X).
Конечное множество U ⊂ X называется ε-различимым, если

для любых двух элементов x1, x2 ∈ U имеет место неравенство
‖x1 − x2‖ >
> ε.
Определение 1.2. Пусть F есть компактное метрическое про-

странство, а α = (α1, . . . , αl)− его произвольное 2ε-покрытие мно-
жествами {αk} из F. Обозначим через Nε(F ) число элементов наи-
более экономного, т. е. состоящего из наименьшего числа множеств
{αk},
2ε-покрытия Sε(F ). Число Hε(F ) = log2Nε(F ) называется абсо-
лютной ε-энтропией пространства F.
Связь между длиной таблицы элементов компакта X и его

ε-энтропией описывается следующим утверждением [32].
Теорема 1.1. Для того чтобы способ табулирования имел точ-

ность ε, объем таблиц должен удовлетворять неравенству

Nε ≥ Hε(X).
Первый результат по вычислению максимального числа точек

в ε- различимом подмножестве множества l переменных, имеющих
.
ограниченные по модулю частные производные, был получен
А. Г. Витушкиным [31]. Исходя из этой работы А. Н. Колмогоров
[46] сформулировал общую программу исследования ε-энтропии и
ε-емкости компактов в функциональных пространствах. Им же бы-
ла вычислена ε-энтропия класса F ρ,ns,L,c функций n переменных, име-
ющих в кубе Ω = [0, ρ]n частные производные порядка p, причем
производные p-го порядка ограничены константой c и удовлетво-
ряют условиям Гельдера с коэффициентом L и показателем α :

Aρn
(
L

ε

)n/s
≤ Hε

(
F ρ,ns,L,c

) ≤ Bρn (L
ε

)n/s
,

где A и B− положительные параметры, зависящие лишь от s и n,
s = p+ α.
В монографии [32] А. Г. Витушкиным была вычислена ε-

энтропия пространств аналитических функций.
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Подробные обзоры результатов по ε-энтропии и ε-емкости ком-
пактных множеств содержатся в [47], [82], [99].
В книге [82] исследована ε-энтропия компакта W rp (M,Ω)

⋂{f ∈
∈ C(Ω) : ‖f‖∞ ≤ N}, Ω = [−1, 1]l, l = 1, 2, . . ., r = (r1, . . . , rl).
Показано, что

C0

(
M

ε

)1/ρ
≤ Hε

(
W rp (M,Ω)

⋂{f ∈ C(Ω) : ‖f∞‖ ≤ N)) ≤
≤ C1

(
M

ε

)1/ρ
+ r1 · · · rl log N

ε
+D,

где ρ =
(
l∑
i=1
r−1i

)
;C0, C1, D зависят только от r.

В обзорной статье [11] введены новые числовые характеристики,
связывающие поперечники и ε-энтропию и поставлен ряд задач о
вычислении асимптотики энтропии различных функциональных
классов.
Ниже неоднократно будут использоваться следующие утвержде-

ния, принадлежащие А. Н. Колмогорову.
Определение 1.3. Пусть F− компактное метрическое про-

странство, Sε(F )− множество из F, состоящее из максимального
числа элементов, попарно удаленных друг от друга строго более
чем на 2ε, nε(F )− число точек множества Sε(F ). Число hε(F ) =
log2 nε(F ) называется ε-емкостью пространства F.
Теорема 1.2. Для всякого компактного метрического простран-

ства F и числа ε > 0 выполняется неравенство

Hε(F ) ≥ hε(F ),
причем множество Sε(F ) образует в пространстве F 2ε-сеть.

2. Энтропия класса функции FΩp,ω,c

Обозначим через Ω l-мерный параллелепипед в евклидовом про-
странстве El. А. Н. Колмогоровым был введен класс F

ρ,l
s,L,c функций

l переменных, имеющих в кубе [0, ρ]l частные производные порядка
р, удовлетворяющих условию Гельдера с показателем α, 0 ≤ α ≤ 1,
s = p + α, коэффициентом L, и таких, что выполняются неравен-
ства: ∣∣∣∣∣∣∂

p1+p2+···+plf(0)
∂tp11 · · · ∂tpll

∣∣∣∣∣∣ ≤ c, p1 + p2 + · · ·+ pl = p.
Обобщением этого класса является класс FΩp,ω,c, состоящий из

функций, определенных в l-мерном параллелепипеде Ω евклидова
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пространства El, имеющих частные производные до p-го порядка
включительно, удовлетворяющие неравенствам |∂|k|f(t)/∂tk11 · · · ∂tkll | ≤
c, k =
= (k1, . . . , kl), |k| = k1 + · · · + kl, |k| = 0, 1, . . . , p, и непрерывные
частные производные p-го порядка с модулем непрерывности ω.
Зафиксируем произвольное ε(ε > 0) и положим δ = δ(ε). Значе-

ние δ определяется из уравнения

δpω(δ) = ε. (2.1)

Отметим, что если ω(δ) = δα, 0 < α ≤ 1, то
δ(ε) = ε1/(p+α). (2.2)

Теорема 2.1. [99] Справедливы оценки

A

(
1

ε

)l/(p+α)
≤ Hε(FΩp,α,c) ≤ D

(
1

ε

)l/(p+α)
, (2.3)

A

(δ(γ1ε))l
≤ Hε(FΩp,ω,c) ≤

D

(δ(γ2ε))l
, (2.4)

где A,D, γ1, γ2− константы.
При оценке снизу величины Hε(FΩp,α,c) нам понадобится следую-

щее утверждение (см. [50], с. 187 − 188).
Лемма 2.1. Пусть ω(t)− выпуклый вверх модуль непрерывно-

сти. Тогда 2π/n-периодическая нечетная функция fn,0(t), опреде-
ляемая на [0, π/n] равенствами

fn,0(t) =


1
2ω(2t), 0 ≤ t ≤ π

2n ,
1
2ω(2(

π
n
− t)), π

2n ≤ t ≤ π
n
,

принадлежит классу функций Hω.
Следствие. Функция

f(t) =


1
2(2t)

α, 0 ≤ t ≤ 1,
−12(2|t|)α, −1 ≤ t ≤ 0

принадлежит классу функций Hα(1).
Доказательство теоремы. Положим для определенности Ω =

= [−1, 1]l. Докажем справедливость левой части неравенства (2.3).
Первым рассмотрим одномерный случай. Пусть N− целое чи-

сло, величина которого будет определена ниже. Разделим сег-
мент [−1, 1] на 2N равных частей точками xk = −1 + k/N,
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k = 0, 1, . . . , 2N. Обозначим через ∆k сегменты ∆k = [xk, xk+1],
k = 0, 1, . . . , 2N − 1. В каждом сегменте ∆k определим функцию

ϕk(t) =

 A
((t−xk)(xk+1−t))p+α
(xk+1−xk)p+α при xk ≤ t ≤ xk+1,

0 при остальных значениях t,

где константа A подбирается таким образом, что функция

ψ(λ, t) =
2N−1∑
k=0

λkϕk(t), λk = ±1,

принадлежит классу функций FΩp,α,c. Здесь λ = (λ0, λ1, . . . , λ2N−1).
Из следствия к лемме 2.1 и элементарных подсчетов можно за-
ключить, что такая константа существует.
Из определения функций ϕk(t) легко видеть, что на каждом сег-

менте ∆k, k = 0, 1, . . . , 2N − 1, max
t∈∆k
|ϕk(t)| = A

(
1
N

)p+α
.

Положим ε = AN−(p+α). Из определения множества функций
ψ(λ, t) следует, что расстояние между двумя различными функ-
циями из этого множества не меньше 2ε. Общее число различных
функций в множестве функций ψ(λ, t), λk = ±1, k = 0, 1, . . . , 2N−1,
равно 22N . Поэтому ε-емкость множества функций FΩp,α,c не мень-
ше 2N. Из теоремы Колмогорова следует, что Hε(FΩp,α,c) ≥ 2N, и,
учитывая соотношение ε = AN−(p+α), получаем оценку снизу:

Hε(F
Ω
p,α,c) ≥ A

(
1

ε

)1/(p+α)
(2.5)

в одномерном случае.
Докажем справедливость левой части оценки (2.3) в многомер-

ном случае. Пусть Ω = [−1, 1]l. Введем узлы xjk = −1 + k/N, k =
= 0, 1, . . . , 2N, j = 1, 2, . . . , l, и покроем область Ω кубами

∆k1···kl = [x
1
k1
, x1k1+1, . . . , x

l
kl
, xlkl+1],

ki = 0, 1, . . . , 2N − 1, i = 1, 2, . . . , l.
Каждому кубу ∆k1···kl поставим в соответствие функцию

ϕ(t1, . . . , tl,∆k1···kl) =

=

 A
((t1−xk1)(xk1+1−t1)···(tl−xkl)(xkl+1−tl)))p+α

h(2l−1)(p+α) при (t1, . . . , tl) ∈ ∆k1···kl,
0 при (t1, t2, . . . , tl) ∈ Ω\∆k1···kl.

Здесь h = 1/N, константа A подбирается таким образом, чтобы
определяемая ниже функция ψ(λ, t1, . . . , tl) ∈ FΩp,α,c. Можно пока-
зать, что такая константа существует.
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Введем множество функций

ψ(λ, t1, . . . , tl) =
2N−1∑
k1=0

· · ·
2N−1∑
kl=0

ϕ(t1, . . . , tl,∆k1···kl)λk1···kl,

где λk1···kl = ±1.
Нетрудно видеть, что

max
(t1,...,tl)∈∆k1···kl

ϕ(t1, . . . , tl; ∆k1···kl) = A
(
1

N

)p+α

во всех кубах ∆k1···kl, ki = 0, 1, . . . , 2N − 1, i = 1, 2, . . . , l.
Положим ε = AN−(p+α). Построенное множество функций

ψ(λ, t1, . . . , tl) состоит из 2(2N)
l

различных функций, расстояние
между которыми не меньше 2ε. Следовательно, ε-емкость этого
множест-
ва равна (2N)l, и, тем более, ε-емкость множества FΩp,α,c не меньше

(2N)l = A
(
1
ε

)l/(p+α)
. Из теоремы Колмогорова о связи ε-емкости и

ε-энтропии функциональных классов следует, что

Hε(F
Ω
p,α,c) ≥ A

(
1

ε

)l/(p+α)
. (2.6)

Левая часть оценки (2.3) доказана.
Левая часть неравенства (2.4) доказывается аналогично, но тех-

нически более сложно.
Приступим к оценке сверху ε-энтропии классов функций FΩp,α,c и

FΩp,ω,c. При этом подробное доказательство проведем для неравен-
ства (2.3). Вначале, следуя [99], рассмотрим случай, когда l = 1.
Зафиксируем произвольное ε(ε > 0) и определим δ(ε) из урав-

нения (2.1). Разделим сегмент [−1, 1] на N равных частей, длиной
не превышающих δ(ε) (N− целое число), точками xk = −1 + 2

N
k,

k = 0, 1, . . . , N. Обозначим через h длину сегментов ∆k = [xk, xk+1],
k = 0, 1, . . . , N − 1.
Построим 2ε-покрытие множества FΩp,ω,c. Для этого в каждом сег-

менте∆j, j = 0, 1, . . . , N−1, будем использовать формулу Тейлора,
которую представим в следующем виде:

f(t) =
p∑
k=0

f (k)(xj)

k!
(t− xj)k + f

(p)(ξ)− f (p)(xj)
p!

(t− xj)p, (2.7)

где xj < ξ < t.
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Оценим с какой точностью нужно задавать значения f (k)(xj),
k =
= 0, 1, . . . , p, для того, чтобы в сегменте ∆j, j = 0, 1, . . . , N − 1,
любая функция из класса FΩp,ω,c была восстановлена по формуле
(2.7) с точностью ε.
Предположим, что значения f (k)(xj), k = 0, 1, . . . , p, в произволь-

ном узле xj, j = 0, 1, . . . , N, заданы с точностью εk = hp−kω(h),
h ≤ δ(ε).
Будем вычислять функцию f(t) в сегменте ∆j по формуле

f̄(t) =
p∑
k=0

f̄ (k)(xj)

k!
(t− xj)k, (2.8)

где |f (k)(xj)− f̄ (k)(xj)| ≤ εk, k = 0, 1, . . . , p.
Тогда погрешность в аппроксимации функции f(t) ∈ FΩp,ω,c, воз-

никающая из-за того, что значения f (k)(xj) заданы с точностью εk,
k = 0, 1, . . . , p, на сегменте ∆j оценивается неравенством:

∆jf ≤
p∑
k=0

εk

k!
hk +

hpω(h)

p!
≤

≤
p∑
k=0

hpω(h)

k!
+
hpω(h)

p!
= hpω(h)

 p∑
k=0

1

k!
+
1

p!

 ≤ 4ε,
где ∆jf = max

t∈∆j
|f(t)− f̄(t)|.

Аналогично при аппроксимации производных f (k)(t), k =

1, 2, . . . , p, в сегменте ∆j по формуле f̄ (k)(t) =
p∑
l=k

f̄ (l)(xj)
(l−k)! (t − xj)l−k

возникает погрешность, оцениваемая неравенством:

∆jf
(k) ≤

p∑
l=k

εlh
l−k

(l − k)! +
hp−kω(h)
(p− k)! =

= hp−kω(h)
 p∑
l=k

1

(l − k)! +
1

(p− k)!
 ≤ 4εk.

Здесь ∆jf (k) = ‖f (k)(t)− f̄ (k)(t)‖C(∆j).
Эти рассуждения можно сформулировать в виде следующего

утверждения, в котором использованы приведенные выше обозна-
чения.
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Лемма 2.2. Пусть f1(t) и f2(t)− две функции, принадлежащие
классу функций FΩp,ω,c. Если в некоторой точке t выполнены условия

|f (k)1 (t)− f (k)2 (t)| ≤ εk,
k = 0, 1, . . . , p, то при t′ ∈ [t− δ, t+ δ] справедлива оценка

|f (k)1 (t′)− f (k)2 (t)| ≤ 4εk.
Таким образом, если в каждой точке xj, j = 0, 1, . . . , N, будут

заданы значения f (k)(xj), k = 0, 1, . . . , p, с точностью εk, то мно-
жество функций f(t) ∈ FΩp,ω,c, определяемых в сегментах [x0, x′0],
[x′j−1, x′j], j =
= 1, 2, . . . , N−1, [x′N−1, xN ], где x′j = (xj+xj+1)/2, по формуле (2.8),
образует 2ε-покрытие класса функций FΩp,ω,c.
В самом деле, если параметр t изменяется в пределах от нуля

до h/2(xj − h2 ≤ h ≤ xi + h2), j = 0, 1, . . . , N − 1, то

ε∗ = |f(t)−
p∑
k=0

f̄ (k)(xj)

k!
(t− xj)k| ≤

≤
p∑
k=0

εk

k!

(
h

2

)k
+

(
h

2

)p ω (h
2

)
p!
≤

≤ hpω(h)
 p∑
k=0

1

2kk!
+
1

2pp!

 .
Если p = 1, то ε∗ ≤ 2ε.
Если p ≥ 2, то

ε∗ ≤ ε
 p∑
k=0

1

2kk!
+
1

2pp!

 =

= ε

1 + 1
2
+
1

222!
+ · · ·+ 1

2p−1(p− 1)! +
2

2pp!

 <
< ε

[
1 +
1

2
+
1

22
+ · · ·+ 1

2p

]
< 2ε.

Для задания значений f (k)(xl), k = 0, 1, . . . , p, l = 0, 1, . . . , N, вве-
дем матрицу M = {mkl}, k = 0, 1, . . . , p, l = 0, 1, . . . , N, с целыми
значениями mkl, диапазон изменения которых будет указан ниже.
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Каждой матрице M поставим в соответствие множество U(M),
состоящее из функций, принадлежащих FΩp,ω,c и таких, что

mkjεk ≤ f (k)(xj) < (mkj + 1)εk.
Нетрудно видеть, что диаметр каждого множества U(M) не пре-

восходит 2ε. Определим диапазоны, в которых должны изменяться
значения mkl для того, чтобы множества U(M) покрывали класс
функций FΩp,ω,c. По определению класса функций F

Ω
p,ω,c для каждой

функции из этого класса справедливо неравенство ‖f(t)‖C ≤ c.
Следовательно, для задания значения f(x0) с точностью ε0 нужно
[2 c
ε0
]+

+1 целое число m00. Аналогично для задания значения произ-
водной f (j)(t) в точке x0 с точностью εj необходимо располагать
[2 c
εj
]+1 целым числом mj0. Таким образом, учитывая, что εj > ε0,

j = 1, 2, . . . , p, для задания столбца mi0, i = 0, 1, . . . , p, нужно за-
дать не более (p+
+1)([2 c

ε0
] + 1) целых чисел. Из леммы 2.1 следует, что при пере-

ходе от точки x0 к точке x1 погрешность увеличивается в 4 раза.
Следовательно, для каждого фиксированного первого столбца чи-
сло возможных вторых столбцов равно 5p+1. Продолжая этот про-
цесс легко заметить, что общее число всевозможных матриц M
с целочисленными коэффициентами, которые образуют покрытие
множества функций FΩp,ω,c, не превосходит (p+1)(2

[
c
ε0

]
+1)5N (p+1).

Отсюда следует, что

H2ε = log2

(
(p+ 1)

(
2

[
c

ε

]
+ 1

)
5N(p+1)

)
³

³
(
log2

(
1

ε

)
+N

)
=

log2
(
1

ε

)
+
b− a
δ(ε)

 ³
 1
δ(ε)

 .
Таким образом доказана справедливость неравенства (2.4) и,

учитывая равенство (2.2), справедливость неравенства (2.3).
Рассмотрим оптимальный по памяти метод восстановления

функций, принадлежащих классу функций W p(1).
Исследуем, какой объем информации о значениях функции

f(t) ∈
∈ W p(1) и ее производных до p-го порядка в точке x0 = −1 необхо-
димо запомнить, чтобы на сегменте [−1, 1] восстановить функцию
f(t) с точностью ε. Из леммы 2.2 следует, что для восстановления
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функции f(t) в сегменте [xk, x′k] с точностью ε необходимо распо-
лагать значениями f (j)(xk) с точностью εj/4, j = 0, 1, . . . , p. Следо-
вательно, для того чтобы восстановить функцию f(t) с точностью
ε на сегменте [xN−1, 1], нужно в точке x0 = −1 задать значения
f (j)(x0) с точностью ε0j = εj/4

N , где ε0 = ε. Выше отмечалось, что
εj = h

p−jω(h). Так как необходимо запомнить конечное число про-
изводных f (j)(x0), j = 0, 1, . . . , p, можно положить ε0j = ε

0
0 = ε/4

N .
Следовательно, для восстановления функции f(t) в сегменте [−1, 1]
с точностью ε достаточно запомнить (p + 1) число с точностью
ε/4N . Так как значения функции f(t) и ее производных до p-го по-
рядка ограничены по модулю в сегменте [−1, 1] константой c, то
для этого требуется 2(p + 1)c4N/ε чисел. Для запоминания этих
чисел в двоичной системе исчисления требуется m двоичных раз-
рядов, гдеm определяется из неравенств 2m−1 < 2(p+1)c4N/ε ≤ 2m.
Отсюда

m ³
(
N + log2

1

ε

)
=
2

h
+ log2

1

ε
³ 1

δ(ε)
+ log2

1

ε
³ 1

δ(ε)
.

Здесь δ(ε)− решение уравнения (2.1). В случае, если p-я производ-
ная принадлежит классу Гельдера Hα, то из (2.2) следует, что

m ³
(
1

ε

)1/(p+α)
. (2.9)

Из сопоставления оценок (2.3) и (2.9) видно, что длина таблицы,
необходимой для восстановления функции f(t) на сегменте [−1, 1]
с точностью ε, совпадает по порядку с величиной ε-энтропии. Та-
ким образом, построен оптимальный по порядку по памяти метод
восстановления функций из класса W p(1).
Проведем теперь доказательство для функций многих перемен-

ных. При этом ограничимся функциями двух переменных, так как
распространение полученных результатов на случай функций l пе-
ременных (l = 3, 4, . . .) не вызывает затруднений.
Зафиксируем произвольное ε(ε > 0) и определим δ(ε) из уравне-

ния (2.1). Положим h ≤ δ(ε)
2 и разделим каждую сторону квадрата

Ω =
= [−1, 1]2 на N равных частей длиной h. Пусть xk = −1+ 2

N
k, k =

= 0, 1, . . . , N. Покроем квадрат Ω квадратами∆kl = [xk, xk+1;xl, xl+1],
k, l = 0, 1, . . . , N − 1.
Введем обозначение x′k = (xk + xk+1)/2, k = 0, 1, . . . , N − 1. По-

кроем квадрат ∆kl более мелкими квадратами ∆
j
kl, j = 1, 2, 3, 4, со
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стoронами, параллельными координатным осям и равными h/2.
Нумерацию квадратов ∆jkl по индексу j(j = 1, 2, 3, 4) будем прово-
дить против часовой стрелки.
В квадрате ∆kl(k, l = 0, 1, . . . , N − 1) функцию f(t1, t2) предста-

вим в виде

f(t1, t2) = f(xk, xl) +
1

1!
df(xk, xl) + · · ·+ 1

p!
dpf(xk, xl)+

+
1

p!
(dpf(xk +Θh, xl +Θh)− dpf(xk, xl)).

Пусть значение f(xk, xl) вычислено с точностью ε0 = hpω(h),
а значения частных производных порядка |v| ∂|v|f(t1, t2)/∂tv11 ∂tv22 ,
v =
= (v1, v2), |v| = v1 + v2, вычислены с точностью ε|v| = hp−|v|ω(h).
Функцию f(t1, t2) будем аппроксимировать в квадрате ∆kl от-

резком ряда Тейлора

f̄(t1, t2) = f̄(xk, xl) +
1

1!
df̄(xk, xl) + · · ·+ 1

p!
dpf̄(xk, xl), (2.10)

где через dkf̄ обозначен дифференциал k-го порядка, в котором все
частные производные k-го порядка вычислены с точностью εk.
Определим погрешность ∆klf(t1, t2), с которой восстанавлива-

ется функция f(t1, t2) в квадрате ∆kl.
Очевидно

|∆klf(t1, t2)| ≤ ε0 + h
1!
2ε1 +

h2

2!
3ε2 + · · ·+ h

p

p!
(p+ 1)εp+

+
1

p!
(p+ 1)hpω(h) = hpω(h)

1 + 2
1!
+
3

2!
+ · · ·+ 2(p+ 1)

p!

 =
= Cph

pω(h),

где Cp = 1 + 2
1!
+ 3
2!
+ · · ·+ p

(p−1)! +
2(p+1)
p!
.

Аналогичным образом можно показать, что функция fv(t1, t2) =
= ∂|v|f(t1, t2)/∂tv11 ∂t

v2
2 , представимая в квадрате ∆kl формулой

fv(t1, t2) = fv(xk, xl) +
1

1!
dfv(xk, xl)+

+ · · ·+ 1

(p− |v|)!d
p−|v|fv(xk, xl)+
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+
1

(p− |v|)!(d
p−|v|fv(xk +Θh, xl +Θh)− dp−|v|fv(xk, xl)),

может быть восстановлена в этом же квадрате по формуле

f̄v(t1, t2) = f̄v(xk, xl) +
1

1!
df̄v(xk, xl) + · · ·+ 1

(p− |v|)!d
p−|v|f̄v(xk, xl)

(2.11)
с точностью

|∆klfv(t1, t2)| ≤ ε|v| + h
1!
2ε|v|+1 + · · ·+

+
hp−|v|

(p− |v|)!εp(p+ 1− |v|) +
hp−|v|

(p− |v|)!(p− |v|+ 1)ω(h) =

= hp−|v|ω(h)
1 + 2

1!
+ · · ·+ 2(p+ 1− |v|)

(p− |v|)!
 =

= C |v|p h
p−|v|ω(h).

Последнее неравенство справедливо при |v| = 1, 2, . . . , p.
Очевидно, что при всех p(1 ≤ p <∞) константы C |v|p ограниче-

ны одним и тем же числом C∗.
Таким образом, в квадрате ∆kl |∆klf(t1, t2)| ≤ C∗hpω(h),

|∆klfv(t1, t2)| ≤ C∗hp−|v|ω(h), |v| = 1, 2, . . . , p.
Обозначим xkl = (xk, xl), k, l = 0, 1, . . . , N.
Из последних двух неравенств следует, что если значения функ-

ции f(t1, t2) и ее частных производных в точке x00 заданы с точ-
ностью ε|v|, |v| = 0, 1, . . . , p, то в точках x01, x10, x11 они восстана-
вливаются с точностью C∗ε|v|.
В квадрате ∆100 функцию f(t1, t2) будем вычислять по формуле

f(t1, t2) = f̄(x00) +
1

1!
df̄(x00) + · · ·+ 1

p!
dpf̄(x00).

В квадрате ∆j00, j = 2, 3, 4 функция f(t1, t2) вычисляется по пре-
дыдущей формуле, в которой x00 заменено на x01, x11, x10 соответ-
ственно.
Аналогичным образом функция f(t1, t2) вычисляется в квадра-

тах ∆jkl, j = 1, 2, 3, 4, k, l = 0, 1, . . . , N − 1.
Поставим в соответствие сетке узлов xk,l, k, l = 0, 1, . . . , N,

целочисленную матрицу M = {mikl}, где i = 0, 1, . . . , s, s =
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(p+1)(p+2)/2. Теория многомерных матриц развита Н. П. Cоколо-
вым [77]. Для наших целей достаточно представить ее как таблицу

s× (N + 1)× (N + 1),
где каждому узлу xkl ставится в соответствие вектор-столбец раз-
мера m, содержащий целочисленные значения mikl.
В обозначении mikl второй и третий индексы означают номер

узла xkl, k, l = 0, 1, . . . , N.
Первый индекс в обозначении mikl определяет частную произ-

водную функции f(t1, t2), в точке xkl значение которой задается
константой mikl. Например, с индексом i = 0 связано задание зна-
чения f(xkl), с индексом i = 1− задание значения ∂f(xkl)/∂t1 и т.
д.
Каждой матрице M поставим в соответствие множество функ-

ций U(M), принадлежащих FΩp,ω,c и таких, что

m0klε0 ≤ f(xkl) < (m0kl + 1)ε0,

m01klε1 ≤
∂f(xkl)

∂t1
< (m01kl + 1)ε1,

m11klε1 ≤
∂f(xkl)

∂t2
< (m11kl + 1)ε1,

· · ·
mppklεp ≤

∂pf(xkl)

∂tp2
< (mppkl)εp.

Выше было показано, что диаметр каждого множества U(M)
равен 2C∗ε0. Полагая ε0 = ε и используя всевозможные матрицы
M с целочисленными элементами, образуем покрытие FΩp,ω,c мно-
жествами с диаметром 2C∗ε. Определим минимальное число ма-
триц M, необходимых для построения такого покрытия. Так как
по определению класса FΩp,ω,c в области Ω значения функции и ее
производных не превышают по модулю константы c, то для опре-
деления в точке x00 значений функции f(t1, t2) и ее производных до
p-го порядка с точностью ε|v|, |v| = 0, 1, . . . , p, требуется не более
s(2[ c

ε0
] + 1) целых чисел (здесь положено ε0 ≤ ε|v|).

Пусть значения функции f(t1, t2) и ее производных до p-го поряд-
ка в точке x00 задаются вектором, состоящим из s = (p+2)(p+1)/2
целочисленных значений M00 = (m100,m

2
00, . . . ,m

s
00). Тогда для

представления значений функции f(t1, t2) и ее производных до p-
го порядка, вычисленных в точке x01 (аналогично в точке x10) по
формулам (2.10) и (2.11), требуется (С∗ + 1)s векторов с целочи-
сленными значениями. Продолжая этот процесс, убеждаемся, что
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для представления функции f(t1, t2) с точностью ε0 в каждой из
точек xkl требуется дополнительно запомнить (С0+1)s векторов с
целочисленными коэффициентами. Число таких точек −(N 2 − 1),
а общее число всевозможных векторов с целочисленными коэффи-
циентами, возникающих при описанном выше построении, равно:

O((С∗ + 1)N
2s).

Отсюда следует, что общее число матриц M с целочисленными
коэффициентами, достаточное для того, чтобы множество U(M)
покрывало FΩp,ω,c, равно A(С∗ + 1)N

2ss
(
2
[
C
ε

]
+ 1

)
.

Таким образом, ε-энтропия множества FΩp,ω,c оценивается вели-
чиной

Hc,ε(F
Ω
p,ω,c) ≤ AN 2 = A

1

(δ(ε))2
.

В случае, если ω(δ) = δα, в соответствии с формулой (2.2) имеем

HC∗ε(F
Ω
p,α,c) ≤ A

(
1

ε

) 2
p+α

.

Из последних двух неравенств следует, что

Hε(F
Ω
p,ω,c) ≤

A

δ(ε/C∗)2

в общем случае и

Hε(F
Ω
p,α,c) ≤ A

(
1

ε

)2/(p+α)

при ω(δ) = δα.
Легко видеть, что если Ω− l-мерный параллелепипед, то преды-

дущие оценки имеют вид

Hε(F
Ω
p,ω,c) ≤ A

 1

δ(ε/C∗)

l

в общем случае,

Hε(F
Ω
p,α,c) ≤ A

(
1

ε

)l/(p+α)
в случае, когда ω(δ) = δα.
Из сопоставления этих оценок с оценками снизу следует, что

ε-энтропия множества функций FΩp,ω,c вычислена в слабой асимпто-
тике.
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Замечание. Выше был изложен метод вычисления ε-энтропии
функциональных множеств, основанный на построении их 2ε-
покрытий. Метод вычисления ε-энтропии, основанный на постро-
ении ε-сетей функциональных множеств, был ранее развит А. Г.
Витушкиным [32].

3. Энтропия класса функций Qr,γ([−1,1],M)
Вначале рассмотрим класс функций Qrγ(Ω,M) при γ− целом

числе.
Пусть Ω = [−1, 1]. На сегменте [−1, 1] введем узлы tk = −1 +

+(k/N)v, k = 0, 1, . . . , N, tk = 1− ((2N −k)/N)v, k = N +1, . . . , 2N,
где v = s/(s − γ). Обозначим через ∆k сегменты ∆k = [tk, tk+1], а
через hk числа hk = tk+1 − tk, k = 0, 1, . . . , 2N − 1.
Пусть в точке tN = 0 заданы значения функции f(0) и ее про-

изводных f (k)(0) с точностью εk, k = 0, 1, . . . , s. В любой точке t
сегмента ∆N функция f(t) равна

f(t) = f(0) +
f ′(0)
1!
t+ · · ·+ f

(s)(0)

s!
ts +

f (s)(Θt)− f (s)(0)
s!

ts. (3.1)

Будем вычислять функцию f(t) в сегменте ∆N по формуле

f̄(t) = f̄(0) +
f̄ ′(0)
1!
t+ · · ·+ f̄

(s)(0)

s!
ts, (3.2)

где f̄(0) и f̄ (k)(0)− значения f(0) и f (k)(0), вычисленные с точно-
стью ε0 и εk, k = 1, 2, . . . , s, соответственно.
Оценим погрешность, которая возникает при переходе от фор-

мулы (3.1) к формуле (3.2). Очевидно,

|∆Nf(t)| = |f(t)− f̄(t)| ≤
s∑
l=0

εl

l!
hlN +max

t∈∆N
|f (s)(t)|2h

s
N

s!
≤

≤
s∑
l=0

εl

l!

(
1−

(
N − 1
N

)v)l
+

2

s!
(
N−1
N

)vγ
(
1−

(
N − 1
N

)v)s
≤

≤
s∑
l=0

εl

l!

N v − (N − 1)v
N v

l + 2
s!

(
N

N − 1
)vγ N v − (N − 1)v

N v

s =
=

s∑
l=0

εl

l!

((N −Θ)v−1v)l
N vl

+
2

s!

(
N

N − 1
)vγ (N −Θ)v−1v

N v

s ≤
≤

s∑
l=0

εlv
l

l!

1

N l
+
2vs

s!

1

N s

(
N

N − 1
)γs/(s−γ)

≤
s∑
l=0

εlv
l

l!

1

N l
+
21+γs/(s−γ)vs

s!N s
.
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Последнее неравенство в предыдущей цепочке неравенств справед-
ливо при N ≥ 2.
Полагая εl = N−s+l, l = 0, 1, . . . , s, из предыдущего неравенства

имеем:

|∆Nf | ≤ ε0
 s∑
l=0

vl

l!
+
21+γs/(s−γ)vs

s!

 .
Так как s, v, γ− вполне определенные вещественные константы,

то
s∑
l=0

vl

l!
+
21+γs/(s−γ)vs

s!
= C0,

где C0− конечное число.
Таким образом,

|∆Nf(t)| ≤ C0ε0.
Исследуем точность вычисления производных f (k)(t), k =

1, 2, . . . , s, в сегменте ∆N . Очевидно,

f (k)(t) = f (k)(0)+
f (k+1)(0)

1!
t+· · ·+ f

(s)(0)

(s− k)!t
s−k+

f (s)(Θt)− f (s)(0)
(s− k)! ts−k.

Будем вычислять функцию f (k)(t) в сегменте ∆N по формуле

f̄ (k)(t) =
s∑
l=k

f̄ (l)(0)

(l − k)!t
l−k.

Тогда погрешность восстановления функции f(t) в сегменте ∆N
по последней формуле равна

|∆Nf (k)(t)| = |f (k)(t)− f̄ (k)(t)| ≤
s∑
l=k

εl

(l − k)!h
l−k
N +

+2max
t∈∆N
|f (s)(t)| h

s−k
N

(s− k)! ≤
s∑
l=k

εl

(l − k)!
N v − (N − 1)v

N v

l−k+
+2

1(
N−1
N

)vγ
N v − (N − 1)v

N v

s−k 1

(s− k)! ≤

≤
s∑
l=k

εlv
l−k

(l − k)!
1

N l−k
+
21+vγvs−k

(s− k)!
1

N s−k
=

=
1

N s−k

 s∑
l=k

vl−k

(l − k)! +
21+vγvs−k

(s− k)!
 = Ckεk,
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где через Ck обозначено выражение в скобках.
Значения функции f(t) в сегменте ∆N+l можно определить по

формуле Тейлора

f(t) = f(tN+l) +
f ′(tN+l)
1!

(t− tN+l) + · · ·+

+
f (s)(tN+l)

s!
(t− tN+l)s + f

(s)(tN+l +ΘhN+l)− f (s)(tN+l)
s!

(t− tN+l)s.
(3.3)

Предполагая, что в точке tN+l значения функции f(t) и ее про-
изводных k-го порядка f (k)(tN+l) заданы с точностью εl0 и ε

l
k со-

ответственно, будем вычислять значения f(t) в сегменте ∆N+l по
формуле:

f̄(t) = f̄(tN+l) +
f̄ ′(tN+l)
1!

(t− tN+l) + · · ·+

+
f̄ s(tN+l)

s!
(t− tN+l)s, (3.4)

где |f(tN+l)− f̄(tN+l)| ≤ εl0, |f (k)(tN+l)− f̄ (k)(tN+l)| ≤ εlk.
Оценим погрешность, которая возникает при вычислении функ-

ции f(t) в сегменте ∆N+l по предыдущей формуле.
Очевидно,

|∆N+lf(t)| ≤
s∑
k=0

εlk
k!
hkN+l+

+2

(
N

N − l − 1
)vγ hsN+l

s!
≤

s∑
k=0

εlk
k!

(N − l)v − (N − l − 1)v
N v

k+
+2

(
N

N − l − 1
)vγ (N − l)v − (N − l − 1)v

N v

s 1
s!
≤

≤
s∑
k=0

εlk
k!
vk
(N − l −Θ)(v−1)k

N vk
+
2

s!

vs

N s
(N − l −Θ)(v−1)s
(N − l − 1)vγ ≤

≤
s∑
k=0

εlk
k!

1

Nk
+
21+vγ

s!

vs

N s
≤ 1

N s

 s∑
k=0

vk

k!
+
21+vγvs

s!

 ≤ C l0 1N s .
При получении этого неравенства полагаем εl0 =

1
Ns
, εlk =

1
Ns−k ,

k = 1, 2, . . . , s.
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Остановимся теперь на вопросе вычисления производных f (k) в
сегменте ∆N+l. Значение f (k)(t) в сегменте ∆N+l равно

f (k)(t) =
s∑
j=k

f (j)(tN+l)

(j − k)! (t− tN+l)
j−k+

+
(f (s)(tN+l +Θhl)− f (s)(tN+l))

(s− k)! (t− tN+l)s−k.

Вычислять функцию f (k)(t) в сегменте ∆N+l будем по формуле

f̄ (k)(t) =
s∑
j=k

f̄ (j)(tN+l)

(j − k)! (t− tN+l)
j−k. (3.5)

Оценим погрешность, которая возникает при использовании
данной формулы. Очевидно,

|∆N+lf̄ (k)(t)| = |f (k)(t)− f̄ (k)(t)| ≤

≤
s∑
j=k

εlj
(j − k)!h

j−k
N+l +

2

s!

(
N

N − l − 1
)vγ
hs−kN+l ≤

≤
s∑
j=k

εlj
(j − k)!v

j (N − l −Θ)(v−1)(j−k)
N v(j−k)

+
21+vγ

(s− k)!
vs

N s−k
≤ C lk

1

N s−k
.

Таким образом, при задании значений f (k)(tN+l) с точностью
εlk, значения f

(k)(tN+l+1) вычисляются с точностью C lkε
l
k, k =

0, 1, . . . , s. Это утверждение справедливо при l = N,N+1, . . . , 2N−
1. Аналогичные оценки справедливы и для сегментов ∆k, k =
0, 1, . . . , N − 1.
Пусть C∗ = max

k,l
C lk, где k = 0, 1, . . . , s, l = 1, . . . , 2N − 1.

На сегменте [t2N−1, 1] функция f(t) определяется формулой Тей-
лора

f(t) =
r∑
k=0

f (k)(1)

k!
(t− 1)k + f

(r)(1−Θh2N−1)− f (r)(1)
r!

(t− 1)r.

Значения f(t) на сегменте ∆2N−1 будем вычислять по формуле

f̄(t) =
r∑
k=0

f̄ (k)(1)

k!
(t− 1)k, (3.6)

где |f (k)(1)− f̄ (k)(1)| ≤ ε2Nk , k = 0, 1, . . . , l.
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Оценим возникающую при этом погрешность. Очевидно,

|∆2N−1f(t)| = |f(t)− f̄(t)| ≤
r∑
k=0

ε2Nk
k!
hk2N−1 +

2

r!
hr2N−1 ≤

≤
r∑
k=0

ε2Nk
k!

(
1

N

)vk
+
2

r!

(
1

N

)vr
≤ 1

N s

 r∑
k=0

1

k!
+
2

r!

 ≤ C∗ 1
N s
.

Здесь положено ε2N0 =
1
N s
, ε2Nk =

(
1
N

)s−sk/(s−γ)
, k = 1, 2, . . . , r.

На этом заканчивается описание процесса восстановления функ-
ции f(t) на сегменте [0, 1].
Аналогичным образом, вычисляется функция f(t) в сегментах

∆N−1,∆N−2, . . . ,∆0.
Теперь, повторяя рассуждения, приведенные при построении

ε-покрытия множества функций FΩp,ω,c, множествами функций, при-
надлежащими FΩp,ω,c и имеющими диаметр 2ε, можно получить
оценку

Hε(Qrγ([−1, 1],M)) ≤ A
(
1
ε

) 1
s .

Доказательство этого утверждения предоставляем читателю.
Определим с какой точностью нужно задать значения функции

f(t) и ее производных до s-го порядка в точке tN = 0 для то-
го, чтобы вычислить по формулам (3.4), (3.6) значение функции
f(t) с точностью ε = 1

N s
в сегментах ∆1,∆2, . . . ,∆2N−2. Очевидно,

для этого достаточно выполнения неравенств CN−2∗ εN0 = ε =
1
Ns
,

CN−2∗ εNk =
1
N s−k =

= εN k, k = 1, 2, . . . , s. Следовательно, нужно положить εN0 =
ε

CN−2∗
,

εNk =
εNk

CN−2∗
, k = 1, 2, . . . , s. В узлах ±1 нужно запомнить значения

функции f(t) с точностью ε = 1
N s
, а ее производных k-го порядка

с точностью εk = εN sk/(s−γ), k = 1, 2, . . . , r.
Для того чтобы запомнить s+1 число с точностью ε

CN−2∗
, нужно

(s + 1)m двоичных разрядов, где m определяется из неравенств
2−m ≤
≤ ε
CN−2∗

< 2−m+1. Отсюда m ³ N + log2 1ε ³
(
1
ε

)1/s
.

Для запоминания 2(r + 1) числа с точностью ε нужно O
(
log2

1
ε

)
двоичных разрядов.
Таким образом, для восстановления функции f(t) в сегменте

[−1, 1] с точностью ε достаточно m ³ (1
ε

)1/s
двоичных разрядов.
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Изложим другой способ исследования ε-энтропии класса функ-
ций Qr,γ(Ω,M), позволяющий рассмотреть как случай когда пара-
метр γ− целое число, так и случай, когда параметр γ− нецелое
число.
Теорема 3.1. Пусть Ω = [−1, 1], 1 ≤ p ≤ ∞. Справедлива

оценка

Hε(Qr,γ,p(Ω,M)) ≥ A
(
1

ε

)1/s
.

Доказательство. Разобъем сегмент [−1, 1] на n = 2N частей
точками tk = −1+(k/N)v, k = 0, 1, . . . , N, tk = 1−((2N−k)/N)v, k =
= N + 1, . . . , 2N, v = (s− 1/p)(s− γ − 1/p).
Обозначим через ϕ(x) функцию непрерывно дифференцируемую

до (s − 1)-го поpядка, имеющую кусочно-непpеpывную пpоизвод-
ную s-го поpядка, удовлетворяющую условию ‖ ϕ(s) ‖Lp[−1,1]= 1.
Введем функцию ϕk(x), равную нулю всюду, кроме сегмента ∆k =
[tk, tk+1], а в сегменте ∆k равную

φk(x) =

(
hk

2

)s−1/p
ϕ

−1 + 2(x− tk)
hk

 ,
где hk =| tk+1 − tk | .
Через ϕ∗k(x) обозначим функцию

ϕ∗k(x) =



ϕk(x)

((k + 1)/N)vγ
при x ∈ ∆k, k = 0, 1, . . . , N − 1,

ϕk(x)

((2N − k)/N)vγ при x ∈ ∆k, k = N, . . . , 2N − 1.

Нетрудно видеть,что ϕ∗k(x) ∈ Qr,γ,p(Ω,M). Оценим снизу вели-
чину

ϕ∗k(x) ≥ A
((
k + 1

N

)v
−
(
k

N

)v)s−1/p (N
k

)vγ
≥ AN−s+1/p.

Возьмем N = [A/ε]1/s. Построим функции

ϕ∗η0,...,η2N−1(x) =
1

(2N)1/p

2N−1∑
i=0

ηiϕ
∗
i (x),

где ηi = ±1, i = 0, 1 . . . , 2N − 1.
Расстояние между любыми двумя различными функциями

ϕ∗η0...,η2N−1(x) не меньше 2ε. Общее число 2ε-различимых функций
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ϕ∗n0,...,n2N−1 равно 2
2N . Следовательно,

Hε(Qr,γ,p(Ω,M)) ≥ log2 22N ≥ A
(
1

ε

)1/s
.

Теорема доказана.
Построим алгоритм, реализующий приведенную в теореме 3.1

оценку на классе Qr,γ(Ω,M).
Теорема 3.2. Пусть Ω = [−1, 1]. Справедлива оценка

Hε(Qr,γ(Ω,M)) ≤ A
(
1

ε

)1/s
.

Доказательство. Пусть ϕ(t) ∈ Qr,γ(Ω,M). Положим γ1 = γ,
если γ− целое число, и γ1 = [γ] + 1, если γ− нецелое число.
Введем функцию ψ(t) = (1 − t2)γ1ϕ(t). Нетрудно видеть, что

ψ(t) ∈
∈ W s(A), A = const. Разобьем сегмент [−1, 1] на более мелкие сег-
менты ∆k = [tk, tk+1],∆∗k = [τk+1, τk] точками tk = −1 + kv/N, τk =
= 1− kv/N, k = 0, 1, . . . , N0, N0 = [N r/s], tN0+1 = 0, τN0+1 = 0, v =
= s/(s− γ1).
В интервале [tk, tk+1] (аналогично [τk+1, τk]) при k ≥ 1 функцию

ψ(t) будем аппроксимировать отрезком ряда Тейлора ψs−1(t,∆k, tk) =
= Ts−1(ψ,∆k, tk). Из полиномов ψs−1(t,∆k, tk) составим сплайн
ψN(t), аппроксимирующий функцию ψ(t) на сегменте [t1, τ1]. По-
грешность аппроксимации функции ψ(t) на сегменте ∆k при k ≥ 1
(аналогично на сегменте ∆∗k) равна

| ψ(t)− ψN (t) |≤ | ψ
(s)(tk + θ(tk+1 − tk)) |

s!
(tk+1 − tk)s ≤

≤ A
s!

(k + 1)v
N

− k
v

N

s ≤ A
s!

(k + 1)(v−1)s

N s
.

При γ целом функция ϕ(t) аппроксимимируется на сегмен-
те ∆0 (аналогично на сегменте ∆∗0) отрезком ряда Тейлора
ϕr−1(t,∆0, t0) =
= Tr−1(ϕ,∆0, t0). Погрешность этой аппроксимации не превосхо-
дит AN−r.
В случае, когда γ− нецелое число, функция ϕ(t) аппроксимиру-

ется на сегменте ∆0 (аналогично на сегменте ∆∗0 ) отрезком ряда
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Тейлора ϕr(t,∆0, t1) = Tr(ϕ,∆0, t1). Погрешность этой аппрокси-
мации оценивается неравенством

| ϕ(t)− ϕr(t,∆0, t1) |≤ A
∣∣∣∣∣∣∣
t∫
t1

(t− τ)rϕ(r+1)(τ)dτ
∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ Ahr0
t∫
t1

| −1− τ |−µ dτ ≤ Ahr+1−µ0 ≤ AN−(r+1−µ) ≤ AN−r,

где γ = [γ] + µ, 0 < µ ≤ 1.
На сегментах ∆k при k ≥ 1 (аналогично на сегментах ∆∗k) функ-

ция ϕ(t) аппроксимируется сплайном с весовыми множителями
(1−
−t2)−γ1ψN (t). Погрешность этой аппроксимации на сегменте ∆k
при k ≥ 1 оценивается величиной

| ϕ(t)− ϕN(t) |≤ (1− t2)−γ1 | ψ(t)− ψN(t) |≤

≤ AN
γ1

kvγ1
k(v−1)s

N s
=

A

N (s−γ1)
.

Обозначим через ϕN (t) сплайн, составленный из сплайна
(1− t2)γ1ψN(t) и полиномов ϕr(t,∆0, t1) и ϕr(t,∆2N−1, t2N−1).
Определим, следуя рассуждениям, приведенным в монографии

[32], число двоичных разрядов, необходимых для восстановления
функции ψ(t) по сплайну ψN(t) с точностью Ak(v−1)s/N s при t ∈
∆k (∆

∗
k), k ≥ 1.

Предположим, что уже найден способ задания двоичных раз-
рядов для запоминания с точностью Ak(v−1)(s−j)N−(s−j)(j =
0, 1 . . . , s − 1) значений функции ψ(j)(t) в узлах tk(τk)(k =
0, 1, . . . , ; k < N0) и построен алгоритм, позволяющий на основании
указанных разрядов восстанавливать значения чисел ψ(j)(tk+1), ψ(j)(τk+1), j =
0, 1 . . . , s− 1.
Значения ψ(j)(tk+1) (аналогично ψ(j)(τk+1)) определяются по фор-

муле

ψ(j)(tk+1) =
s−1∑
l=j

ψ(l)(tk)

(l − j)!(tk+1 − tk)
l−j, j = 0, 1, . . . , s− 1.

Оценим погрешность вычисления значений ψ(j)(tk+1), полагая,
что значения ψ(j)(tk) вычисляются с точностью k(v−1)(s−j)/N s−j.
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Эта погрешность оценивается неравенством

s−1∑
l=j

hl−jk k(v−l)(s−l)

N s−l(l − j)! +
Ahs−jk
(s− j)! ≤ A

(k + 1)(v−1)(s−j)

N s−j
,

где hk = tk+1 − tk.
По вычисленным значениям ψ(j)(tk) строится сплайн ψN(t), при-

чем погрешность аппроксимации функции ψ(t) сплайном ψN(t),
использующим вычисленные значения ψ(j)(tk), на сегменте ∆k оце-
нивается величиной Ak(v−1)sN−s. При этом, как отмечалось выше,
погрешность аппроксимации функции ϕ(t) сплайном ϕN(t) на всем
сегменте [−1, 1] не превосходит величины AN−(s−γ1) = AN−r.
Таким образом, указан алгоритм построения таблицы. Оценим

объем таблицы. Прежде всего отметим, что константы A, фигури-
рующие в оценке, легко вычисляются и не зависят от рассматри-
ваемого сегмента.
Выше было показано, что если в точке tk значения ψ(j)(tk) были

заданы с точностью k(v−1)(s−j)/N s−j, j = 0, 1, . . . , s, то в точке tk+1
по предложенному выше алгоритму они вычисляются с точностью
A(k +
+1)(v−1)(s−j)/N s−j. Следовательно, для задания в точке tk+1 зна-
чений ψ(j)(tk+1) с точностью (k + 1)(v−1)(s−j)/N s−j. j = 0, 1, . . . , s,
необходимо дополнительно запомнить [log2A]+1 двоичный разряд.
Для восстановления функции ψ(t) на сегменте [−1, 1] по значе-

нию ϕ(j)(t1) и ϕ(j)(τ1), j = 0, 1, . . . , s − 1, требуется дополнительно
2sN0 log2A = 2sN

r/s log2A двоичных разрядов.
Тогда общее число разрядов, тpебуемых для восстановления

функции ϕ(t) на сегменте [−1, 1] с точностью AN−r, равно
A(log2N +N

r/s).
Так как функции ψ(t) = (1− t2)γ1ϕ(t), ϕ(t) ∈ Qr,γ(Ω,M) вместе

со своими производными до s-го порядка ограничены по модулю
константой M, то для задания в точке tN значений ψ(j)(tN ) с точ-
ностью N−(s−j) требуется log2(M(s+ 1)N s) двоичных разрядов.
Следовательно, общее число двоичных разрядов, достаточных

для восстановления произвольной функции ϕ(t) ∈ Qr,γ(Ω,M) с точ-
ностью AN−r равно B(log2N +N r/s).
Полагая ε = N−r, имеем:

Hε(Qr,γ(Ω,M)) ≤ A
(
1

ε

)1/s
.

Теорема доказана.
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4. Энтропия класса функций Qr,γ,p([−1,1]l,M)
В этом разделе продолжается исследование ε-энтропии класса

функции Qr,γ,p(Ω,M), Ω = [−1, 1]l, l = 2, 3, . . . , в случае многих
переменных.
Теорема 4.1. Пусть Ω = [−1, 1]l, l ≥ 2, 1 ≤ p ≤ ∞. Справедлива

оценка

Hε(Qr,γ,p(Ω,M)) ≥ A


ε−(l−1)/(s−γ−1/p) при v > l/(l − 1),
ε−l/s при v < l/(l − 1),
| ln ε |1−l/ps
εl/s

при v = l/(l − 1),
где v = (s− l/p)/(s− γ − l/p).
Доказательство. Обозначим через ∆k(k = 0, 1, . . . , N−1) мно-

жество точек x = (x1, . . . , xl) из Ω, расстояние d(x,Γ) от котoрых
до границы Γ области Ω удовлетворяет неравенствам

(k/N)v ≤ d(x,Γ) ≤ ((k + 1)/N)v, v = (s− l/p)/(s− γ − l/p).
В каждой области ∆k разместим кубы ∆ki1,...,il, ребра которых

равны hk = ((k + 1)/N)v − (k/N)v, k = 0, 1, . . . , N − 1. Перену-
меруем кубы ∆ki1,...,il, размещенные в области ∆k. Обозначим че-
рез ϕ(x1, . . . , xl) непрерывно дифференцируемую в Rl до (s− 1)-го
порядка функцию, финитную с носителем Ω и удовлетворяющую
условию ‖ ϕ(s) ‖Lp(Ω)=
= 1. Введем функцию ϕki1,...,il(x1, . . . , xl), определенную в кубе
∆ki1,...,il = [a

k
i1
, aki1+1; . . . ; a

k
il
, akil+1] фоpмулой:(

hk

2

)s−1/p
ϕ

−1 + 2(x1 − aki1)
hk

, . . . ,−1 + 2(xl − a
k
il+1
)

hk

 .
Через ϕ∗ki1,...,il(x1, . . . , xl) обозначим функцию

ϕ∗ki1,...,il(x1, . . . , xl) =


ϕi1,...,il(x1,...,xl)

((k+1)/N)vγ
при (x1, . . . , xl) ∈ ∆ki1,...,il,

0 при (x1, . . . , xl) ∈ Ω \∆ki1,...,il.
Рассмотрим множество функций

uki1,...,il(x1, . . . , xl) =
1

n1/p
∑
k

∑
i1,...,il

ck,i1,...,ilϕ
∗k
i1,...,il

(x1, . . . , xl),
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где ck,i1,...,il = ±1, n− общее число кубов ∆ki1,...,il, k = 0, 1, . . . , N − 1,
покрывающих куб Ω.
Можно показать, что в любом кубе ∆ki1,...,il

| ϕ∗ki1,...,il(x1, . . . , xl) |≥ An−1/pN−(s−l/p) =

= A


n−(s−γ−l/p)/(l−1) при v > l/(l − 1),
n−s/l при v < l/(l − 1),
| lnn |s/l−1/p
ns/l

при v = l/(l − 1).
Положим

ε =


n−(s−γ−l/p)/(l−1) при v > l/(l − 1),
n−s/l при v < l/(l − 1),
| lnn |s/l−1/p
ns/l

при v = l/(l − 1).

Расстояние между двумя различными функциями uki1,...,il не
меньше 2ε, пpичем значения ε различны для каждой группы зна-
чений v : v > l/(l − 1), v = l/(l − 1), v < l/(l − 1). Определив для
каждой группы значений v общее число 2ε-различимых функций
uki1,...,il(x1, . . . , xl) и повторяя рассуждения, приведенные в предыду-
щем разделе, завершаем доказательство теоремы.
Теорема 4.2. Пусть Ω = [−1, 1]l, l ≥ 2. Справедлива оценка

Hε(Qr,γ(Ω,M)) ≤ A

ε−(l−1)/r при v > l/(l − 1),
ε−l/s | ln ε | при v = l/(l − 1),
ε−l/s при v < l/(l − 1),

где v = s/r.
Доказательство. Пусть x = (x1, . . . , xl), а ϕ(x) ∈ Qr,γ(Ω,M).

Введем функцию ψ(x) = (d(x,Γ))γ1ϕ(x), где γ1 = γ при γ целом и
γ1 = [γ] + 1 при γ нецелом. Нетрудно видеть, что ψ(x) ∈ Csl (Ω).
Обозначим через ∆k(k = 0, 1, . . . , N0−1), N0 = [N r/s], множество

точек x из Ω, расстояние d(x,Γ) от которых до границы Γ области
Ω удовлетворяют неравенствам kv/N ≤ d(x,Γ) ≤ (k + 1)v/N, v =
s/r. Через ∆0 обозначим множество точек x, удовлетворяющих не-
равенствам 0 ≤ d(x,Γ) ≤ (1/N), а через ∆N0− множество точек x,
удовлетворяющих неравенствам N v0 /N ≤ d(x,Γ) ≤ 1.
В каждой области ∆k разместим кубы ∆ki1,...,il, ребра которых

равны hk = (k+1)v/N − kv/N, k = 0, 1, . . . , N0− 1, hN0 = 1−N v0 /N.
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Пусть ∆ki1,...,il = [a
k
i1
, aki1+1; . . . , a

k
il
, akil+1]. В каждом кубе ∆

k
i1,...,il

, k ≥
1, функцию ψ(x1, . . . , xl) будем аппроксимировать отрезком ряда
Тейлора

ψs−1(x,∆ki1,...,il, a
k
i1,...,al

) =

= ψ(aki1,...,il) +
dψ(aki1,...,il)

1!
+ . . . +

ds−1ψ(aki1,...,il)
(s− 1)! ,

где (aki1,...,il) = (a
k
i1
, aki2, . . . , a

k
il
).

Из полиномов ψs−1(x,∆ki1,...,il, a
k
i1,...,il

) составим сплайн ψN(x), ап-
проксимирующий функцию ψ(x) в области Ω \∆0.
Погрешность аппроксимации функции ψ(x) сплайном ψN(x) в

области ∆ki1,...,il при k ≥ 1 оценивается неравенством

| ψ(x)− ψs−1(x,∆ki1,...,il, aki1,...,il) |≤ Ahsk ≤ A
k(v−1)s

N s
.

При целом γ функция ϕ(x) аппроксимируется в кубах ∆0i1,...,il
отрезками ряда Тейлора ϕr−1(x,∆0i1,...,il, a

0
i1,...,il

). Погрешность этой
аппроксимации не превосходит величины AN−r.
В случае нецелого γ функция ϕ(x) аппроксимируется в кубах

∆0i1,...,il отрезками ряда Тейлора ϕr(x,∆
0
i1,...,il

, a0i1+1,...,il+1). Для оцен-
ки погрешности этой аппроксимации воспользуемся интегральной
формой остаточного члена формулы Тейлора.
В результате имеем

| ϕ(x)− ϕr(x,∆0i1,...,il, a0i1+1,...,il+1) |=

=
1

r!

∣∣∣∣∣∣∣
1∫
0

(1− u)r
1∑
j1=1

. . .
1∑

jr+1=1

(xj1 − bj1) . . . (xjr+1 − bjr+1)×

×∂
r+1ϕ(a0i1+1,...,il+1 + u(x− a0i1+1,...,il+1))

∂xj1 . . . ∂xjr+1
du

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ h

r+1
0

r!

∣∣∣∣∣∣∣
1∫
0

(1− u)r(d(a0i1+1,...,il+1 + u(x− a0i1+1,...,il+1),Γ))−µdu
∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ Ahr+1−µ0 ≤ AN−(r+1−µ),
где γ = [γ] + µ, 0 ≤ µ < 1, bjk = a0ijk+1.
В кубах ∆ki1,...,il при 1 ≤ k ≤ N − 1 функция ϕ(x) аппрокси-

мируется сплайном с весовым множителем (d(x,Γ))−γ1ψN(x). Из
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сплайна (d(x,Γ))−γ1ψN(x) и полиномов ϕr−1(x,∆0i1,...,il, a
0
i1,...,il

) (или
полиномов ϕr(x,∆0i1,...,il, a

0
i1,...,il

)) составим локальный сплайн ϕN(x).
Погрешность аппроксимации в кубе ∆ki1,...,il определяется неравен-
ством

| ϕ(x)− ϕN(x) |≤ Ak
(v−1)s

N s

(
N

kv

)γ1
= A

1

N s−γ1
.

Определим, число двоичных разрядов, необходимых для восста-
новления функции ψ(x) по сплайну ψN(x) с точностью Ak(v−1)sN−s
в кубе ∆ki1,...,il при k ≥ 1.
Для определения значения ϕ(j1,...,jl)(a0i1+1,...,il+1), j =| j1 | + . . .+ |

jl |, где j = 0, 1, . . . , r − 1 при γ целом и j = 0, 1, . . . , r при γ неце-
лом, с точностью N−r+j, требуется log2(Cjn0MN r−j) = A(log2 n0+
log2N) двоичных разрядов, где n0− число кубов ∆0i1,...,ıl, распо-
ложенных в ∆0; Cj− число частных производных ϕ(j1,...,jl)(x) =
∂|j|ϕ/∂xj11 . . . ∂x

jl
l j-го порядка. Нетрудно видеть, что если произ-

водные j-го порядка от функции ϕ(x) в точке a0i1+1,...,il+1 определя-
ются с точностью N−r+j, то точность восстановления функции ϕ
в ∆0i1,...,il не меньше AN

−r.
Для вычисления значений ψ(j1,...,jl)(a1i1+1,...,il+1), j = |j1|+ . . .+ |jl|,

j = 0, 1, . . . , s− 1, с точностью k(v−1)(s−j)N−s+j требуется
log2(Cjn0MN

s−j) = B(log2 n1+log2N) двоичных разрядов, где n1−
число кубов ∆1i1,...,il в области ∆

1.
Предположим, что уже указаны способ задания двоичных разря-

дов для запоминания с точностью k(v−1)(s−j)N−s+j(j = 0, 1, . . . , s −
1) значений функции ψ(j1,...,jl)(aki1,...,il) и правило, позволяющее на
основании указанных разрядов восстанавливать значения чисел
ψ(j1,...,jl)(ak+1i1,...,il). Опишем дальнейший процесс построения табли-
цы. Для простоты обозначений ограничимся случаем l = 2.
Пусть требуется вычислить значения ψ(j1,j2)(ak+1i1,,i2), где (a

k+1
i1,i2) =

(ak+1i1 , a
k+1
i2 ). Введем точку a

∗k
i1,i2
(рис. 2) с координатами (bki1, a

k
i2
),

где bki1 = a
k
i1+1
.
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Вычислим значения ψ(j1,l2)(a∗ki1,i2) по формуле

ψ(j1,l2)(bki1, a
k
i2
) =

s−l2−1∑
l1=j1

ψ(l1,l2)(aki1, a
k
i2
)

(l1 − j1)! (b
k
i1
− aki1)l1−j1,

l2 = j2, . . . , s − j1 − 1, а затем ψ(j1,j2)(ak+1i1,i2) по формуле

ψ(j1,j2)(ak+1i1,i2) =
s−l−j1∑
l2=j2

ψ(j1,l2)(bki1, a
k
i2
)

(l2 − j2)! (a
k+1
i2
− aki2)l2−j2.

Оценим погрешность этих вычислений. Погрешность вычисле-
ния ψ(j1,j2)(bki1, a

k
i2
) оценивается неравенством

A

s−l2−1∑
l1=j1

k(v−1)(s−l1−l2)k(v−1)(l1−j1)

N s−l1−l2N l1−j1
+
k(v−1)(s−l2−j1)

N s−j1−l2

 ≤

≤ Ak
(v−1)(s−l2−j1)

N s−l2−j1
.

Погрешность вычисления ψ(j1,j2)(ak+1i1,i2) оценивается неравен-
ством

A

s−l−j1∑
l2=j2

k(v−1)(s−j1−l2)k(v−1)(l2−j2)

N s−j1−l2N l2−j2
+
k(v−1)(s−j1−j2)

N s−j1−j2

 ≤
≤ Ak(v−1)(s−j1−j2)N−(s−j1−j2).

Отметим, что константы A, фигурирующие в оценках, не зави-
сят от рассматриваемого куба ∆ki1,i2. Таким образом, для постро-
ения таблицы, предназначенной для вычисления функции ϕ(x) с
точностью N−r, нужно в каждой точке aki1,i2 дополнительно запо-
мнить Cs log2A двоичных разрядов, где Cs− число частных произ-
водных до (s− 1)-го порядка включительно. Следовательно, всего
нужно запомнить Csn log2A двоичных разрядов, где n− число ку-
бов ∆ki1,i2, покрывающих область Ω.
Эта же оценка имеет место и в l-мерном случае с той лишь

разницей, что теперь n− число кубов ∆ki1,i2, покрывающих куб Ω.
Число двоичных разрядов, необходимых для того, чтобы запо-

мнить значение функции ψ(x) и всех ее частных производных
∂|j|ψ(x1, . . . , xl)/∂x

j1
1 · · · ∂xjll в точке a11,...,l с точностью N−s+|j| не

превосходит [log2(CsMN
s)]+1, где Cs− число всех частных произ-

водных до s-го порядка, включая и производную нулевого порядка.
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Оценим величину n, полагая, что n ≥ 2. По аналогии с выводом
соотношения (3.1) в разделе 3 главы 2 имеем

m
N0−1∑
k=0

2− (k + 1)vN−1 − kvN−1
hk

l−1 ≤ n ≤
≤ m

N0−1∑
k=0

2− (k + 1)vN−1 − kvN−1
hk

+ 1
l−1 ,

где hk = ((k + 1)v − kv)N−1, m− число граней куба Ω.
Оценим сумму

N0−1∑
k=0

2N − (k + 1)v − kv
(k + 1)v − kv

l−1 ≤ (2N)l−1+(2
v

)l−1 N0−1∑
k=1

(
N − kv
kv−1

)l−1
≤

≤ (2N)l−1 +
(
2

v

)l−1 N0−1∑
k=1

( N
kv−1

)l−1
+ C1l−1

(
N

kv−1

)l−2
k+

+C2l−1
(
N

kv−1

)l−2
k2 + . . .+ (−1)l−1kl−1

 ≤

≤ B

N (s−γ1)l/s при v < l/(l − 1),
N l−1 при v > l/(l − 1),
N l−1 lnN при v = l/(l − 1).

(4.1)

Очевидно, для величины n справедлива оценка (4.1).
Полагая ε = N−r и используя полученную выше оценку n, за-

вершаем доказательство теоремы.
Из теорем 4.1 и 4.2 вытекает следующее утверждение.
Теорема 4.3. Пусть Ω = [−1, 1]l, l ≥ 2, γ− целое число. Спра-

ведлива оценка

Hε(Qr,γ(Ω)) ³

ε−(l−1)/r при v > l/(l − 1),
ε−l/s | ln ε | при v > l/(l − 1),
ε−l/s при v < l/(l − 1),

где v = s/r.
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Глава 4

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ МНОГИХ
ПЕРЕМЕННЫХ СУПЕРПОЗИЦИЯМИ ФУНКЦИЙ

МЕНЬШЕГО ЧИСЛА ПЕРЕМЕННЫХ

1. Введение

На II Международном конгрессе математиков, проходившем
с 6 по 12 августа 1900 г., Д. Гильбертом был произнесен знамени-
тый доклад «Математические проблемы» [72], который во многом
определил развитие математики в XX в. В докладе Д. Гильбер-
та были сформулированы 23 проблемы, касающиеся всех областей
математики: теории множеств (континиум-проблема), обоснова-
ния математики, геометрии, алгебры, алгебраической геометрии,
теории чисел, математического анализа, дифференциальных урав-
нений и вариационного исчисления.
Среди сформулированных 23-x проблем 13-я проблема звучала

так: доказать, что уравнение 7-й степени

f 7 + xf 3 + yf 2 + zf + 1 = 0 (1.1)

не разрешимо с помощью каких-либо непрерывных функций, за-
висящих только от двух аргументов.
Отметим, что в уравнении (1.1) аргументы x, y, z могут прини-

мать любые действительные значения.
При постановке 13-й проблемы было выбрано уравнение 7-й сте-

пени вида (1.1), так как с помощью преобразования Чирнгаузена
(1683) общее алгебраическое уравнение n-й степени приводится к
виду

fn + a4f
n−4 + · · ·+ an−1f + 1 = 0.

Формулируя проблему, Д. Гильберт предполагал, что функция
f(x, y, z), являющаяся решением уравнения (1.1), не представима
в виде суперпозиций даже непрерывных функций. Основанием для
этого предположения было утверждение о том, что он располагает
строгим доказательством невозможности представления аналити-
ческих функций трех переменных суперпозициями функций только
двух переменных (во всех комментариях к 13-й проблеме отмеча-
ется, что, по-видимому, Д. Гильберт имел в виду аналитические
функции двух переменных). Поэтому сенсационной была работа
А. Н. Колмогорова [44], в которой он доказал, что всякая непре-
рывная функция n переменных представима в виде суперпозиции
непрерывных функций трех переменных.
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В следующем, 1957 г. В. И. Арнольд, будучи студентом 3-го кур-
са МГУ, доказал [4], что всякая непрерывная функция трех пере-
менных представима в виде суперпозиций непрерывных функций
двух переменных:

f(x, y, z) =
9∑
i=0

fi(ϕi(x, y), z), (1.2)

где все функции непрерывны. В том же 1957 г. А. Н. Колмогоров
показал [45], что всякая непрерывная функция двух переменных
представима суперпозициями непрерывных функций одной пере-
менной и операцией сложения. Таким образом, А. Н. Колмогоров
и В. И. Арнольд доказали несправедливость гипотезы Гильберта
о том, что решение уравнения 7-й степени не представимо супер-
позициями непрерывных функций двух переменных.
В это же время А. Н. Колмогоров отметил [46], что, по-

видимому, Д. Гильберт был бы прав, если бы рассматривал пред-
ставление аналитических функций многих переменных непрерыв-
но дифференцируемыми функциями меньшего числа переменных.
Это замечание
А. Н. Колмогорова известно как проблема Колмогорова: «суще-
ствуют аналитические функции трех переменных, не предста-
вимые суперпозициями непрерывно дифференцируемых функций
двух переменных, и аналитические функции двух переменных,
не представимые суперпозициями непрерывно дифференцируемых
функций одной переменной и сложения».
В случае аналитических функций многих комплексных перемен-

ных проблема Колмогорова решена в [22], [26], а в случае анали-
тических функций четного числа действительных переменных в
[27].
Напомним, следуя статьям [85, 86], определение суперпозиции

функций. При этом ограничимся функциями f(x, y, z) трех пере-
менных, определенных в единичном кубе 0 ≤ x, y, z ≤ 1.
Суперпозиция определяется по индукции. Суперпозициями ну-

левого ранга называются просто функции двух переменных.
Суперпозициями первого ранга называются функции, предста-

вимые в виде ϕ(u1(x, y), u2(y, z)) или ϕ(u1(x, z), u2(x, y)) и т. д., т.
е. функции функций двух переменных от суперпозиций нулевого
ранга. При этом функции u1(x, y), u2(y, z)) и т. д. определены в
единичном квадрате D = [0, 1]2, и областью их значений является
сегмент [0, 1]. Говорят, что f(x, y, z) есть суперпозиция ранга k,
если f(x, y, z) = ϕ(u1(x, y, z), u2(x, y, z)), где u1(x, y, z), u2(x, y, z)−
суперпозиции, имеющие ранг ≤ k − 1 и, по крайней мере, одна из
них имеет ранг k − 1.
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Суперпозиция любого ранга, порожденная функциями одной пе-
ременной, есть функция одной переменной. Поэтому в этом слу-
чае принято рассматривать суперпозиции функций одной пере-
менной и операции сложения. Следовательно, суперпозициями ну-
левого ранга являются функции одной переменной u1(x) и v1(y).
Суперпозиции первого ранга − это функции ϕ(u1(x) + v1(y)).
Функция f(x, y) является суперпозицией ранга k, если f(x, y) =
ϕ(uk−1(x, y) + vk−1(x, y)), где uk−1(x, y), vk−1(x, y)− суперпозиции,
имеющие ранг ≤ k− 1 и, по крайней мере, одна из них имеет ранг
k− 1. Еще раз отметим, что все функции uk(x) и vk(y), k = 1, 2, . . .
определены в единичном квадрате и значения всех этих функций
удовлетворяют неравенствам 0 ≤ uk(x), vk(y) ≤ 1, k = 1, 2, . . . .
Проблеме представления функций многих переменных конечны-

ми суперпозициями функций меньшего числа переменных посвя-
щено много работ.
Д. Гильберт писал (цитируется по [33], с. 79), что он «распола-

гает строгим доказательством того, что существует аналитиче-
ская функция трех переменных, которая не может быть получена
конечной суперпозицией функций только двух аргументов». Как
отмечают
А. Г. Витушкин и Г. М. Хенкин [33], Д. Гильберт, по-видимому,
имел в виду аналитические функции двух переменных.
А. Островский доказал [100], что аналитическая функция двух

переменных ξ(x, y) =
∑∞
n=1

xn

ny
не является конечной суперпозицией

бесконечно дифференцируемых функций одной переменной и алге-
браических функций любого числа переменных.
В 1956 г. А. Н. Колмогоров показал, что любая непрерывная

функция n переменных может быть представлена суперпозициями
непрерывных функций трех переменных.
В. И. Арнольд установил, что любая непрерывная функция

f(x, y, z) трех переменных может быть представлена суперпози-
циями (1.2), где все функции непрерывны.
Таким образом, А. Н. Колмогоров и В. И. Арнольд доказали

несправедливость гипотезы Д. Гильберта. Позднее совместными
усилиями А. Н. Колмогорова и В. И. Арнольда для любой непре-
рывной функции n переменных было получено представление

f(x1, . . . , xn) =
2n+1∑
i=1

ϕi(
n∑
j=1

aij(xj)), (1.3)

где все функции непрерывны, а внутренние функции aij(xj) зара-
нее фиксированы.
Позднее выражение (1.3) было упрощено рядом авторов. В 1962

г.
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G. G. Lorentz [98] показал, что в (1.3) функции ϕi (i = 1, 2, . . . , 2n+
1) могут быть заменены одной функцией ϕ, а в 1964 г. D. A.
Sprecher [102] установил, что функции αij могут быть предста-
влены в виде λiψj, где λi− константы, i = 1, 2, . . . , 2n + 1, j =
1, 2, . . . , n.
Таким образом, выражение (1.3) можно представить в виде

f(x1, . . . , xn) =
2n+1∑
i=1

ϕ

 n∑
j=1

λiψj(xj)

 . (1.4)

Были проведены исследования, посвященные выяснению глад-
кости функций ϕi, αij, ϕ, ψj в выражениях (1.3) и (1.4).
А. Г. Витушкин и Г. М. Хенкин доказали [33], что для

любых непрерывных функций pi(x, y) и непрерывно дифферен-
цируемых функций qi(x, y) существует аналитическая функция
двух переменных, которая не представима в виде суперпозиций∑N
i=1 pi(x, y)ϕi(qi(x, y)), где N− целое; ϕi(t)− произвольные не-
прерывные функции одной переменной. Б. Л. Фридман показал
[91], что существуют аналитические функции трех переменных,
не представимые в виде суперпозиций:

n∑
i=1

ξi(Ф1i(x),Ф2i(x)),

где x = (x1, x2, x3);Ф1i,Ф2i− фиксированные дважды непрерывно
дифференцируемые функции трех переменных; ξi(u1, u2)− произ-
вольно непрерывные функции двух переменных.

2. Существование аналитических функций
многих комплексных переменных,

не представимых в виде суперпозиций
непрерывно дифференцируемых функций
меньшего числа комплексных переменных

В 1954 г. А. Г. Витушкин доказал утверждение, связывающее
возможность представления функций многих переменных суперпо-
зициями функций меньшего числа переменных с гладкостью функ-
ций.
Теорема 2.1 ( А. Г. Витушкин). Существуют функции n пере-

менных, имеющие s непрерывных производных, не представимые
в виде суперпозиций функций m переменных, имеющих r непре-
рывных производных, если n

s
> m
r
.

Как отмечено в [85], число n/s В. И. Арнольд назвал качеством
функции.
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Доказательство теоремы А. Г. Витушкина приведем, следуя
статье [85]. Для простоты обозначений ограничимся случаем, ко-
гда
n = 3, m = 2.
Пусть функции трех переменных принадлежат классу W ns (1, 1),

а функции двух переменных − классу Wmr (1, C). Класс W ns (1, C)
является частным случаем класса F ρ,ns,L,c, введенного в разделе 2
предыдущей главы и определяется следующим образом [85]. Под
классом функций W ns (∆, C) n переменных понимается множество
функций f(x1, . . . , xn), заданных по n-мерном кубе En(∆) с ребром
∆ :
0 ≤ xi ≤ ∆, все частные производные которых порядка s непре-
рывны и ограничены одной константой C :∣∣∣∣∣∣∂

sf(x1, . . . , xn)

∂xs11 · · · ∂xsnn

∣∣∣∣∣∣ ≤ C, s1 + s2 + · · ·+ sn = s,
и, кроме того,

|f(x1, . . . , xl)| ≤ C.
В предыдущей главе была приведена формула Колмогорова −

Витушкина, согласно которой

Hε(W
n
s (∆, C)) ³

(
1

ε

)n
s

.

Суперпозиции определяются по индукции. Суперпозициями ну-
левого ранга являются функции двух переменных. Очевидно, су-
ществуют функции трех переменных, не представимые функциями
двух переменных.
Суперпозициями первого ранга являются функции вида

ϕ(u1(x, y), u2(x, z)), ϕ(u1(x, y), u2(y, z)), ϕ(u1(x, z), u2(y, z)) и т.д., т.е.
функции двух переменных от суперпозиций нулевого ранга.
При построении суперпозиций предполагается, что все функции

трех переменных определены в кубе [0, 1]3, а все функции двух
переменных определены в квадрате [0, 1]2 и областью их значений
является сегмент [0, 1].
Покажем, что суперпозициями первого ранга вида

ϕ(u1(x, y), u2(y, z)) (2.1)

и подобными, где функции ϕ, u1, u2 принадлежат классу W 2r (1, C),
C− произвольная константа, 0 < C < ∞, не исчерпываются все
функции f(x, y, z) ∈ W 3r (1, C) при условии, что 3/s > 2/r.
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Обозначим через S1(C) множество функций вида (2.1), где
ϕ, u1, u2 принадлежат классу W 2r (1, C) с фиксированной постоян-
ной C.
Функции из класса W 2r (1, C) удовлетворяют условию Липпица с

константой C ′ ≤ 2C.
Нетрудно видеть, что если функции ϕ, u1, u2 аппроксимируются

в квадрате [0, 1]2 с точностью ε функциями ϕ̃, ũ1, ũ2 соответствен-
но, то функция ψ(x, y, z) = ϕ(u1(x, y), u2(y, z)) аппроксимируется
функцией ψ̃(x, y, z) с точностью γε, где γ− константа, не завися-
щая от конкретного вида функций ϕ, u1, u2 и ϕ̃, ũ1, ũ2.
В самом деле,

|ψ̃(x, y, z)− ψ(x, y, z)| ≤ |ϕ̃(ũ1, ũ2)− ϕ(ũ1, ũ2)|+
+|ϕ(ũ1, ũ2)− ϕ(u1, u2)| ≤ ε+ 2Cε = γε.

Применяя формулу Колмогорова − Витушкина, имеем:

Hγε(S1(C)) ≤ α(C)
(
1

ε

)2/r
.

С другой стороны, из этой же формулы следует, что

Hγε(W
3
s (1, 1)) ≥ β

(
1

ε

)3/s
, β = const.

При 3/s > 2/r очевидно что существует такое малое ε при ко-
тором

β

(
1

ε

)3/s
>> α(r)

(
1

ε

)2/r
.

Следовательно, ни при каком постоянном C множество S1(C)
нигде не плотно в W 3s (1.1).
Напомним определение нигде не плотного множества. Пусть X−

банахово пространство. Множество E ⊂ X называется плотным в
множестве X0 ⊂ X, если X0 входит в замыкание Ē множества E
(X0 ⊂ Ē). Если Ē = X, то E называется всюду плотным в X.
Множество E ⊂ X называется нигде не плотным, если X\Ē всю-
ду плотно. Другими словами, E называется нигде не плотным в
пространстве X, если каждый шар этого пространства содержит
в себе некоторый шар, свободный от точек множества E.
Введем в пространстве F 3s s раз дифференцируемых функций

норму

‖f‖s = max
x∈[0,1]3

|f(x)|+ 3∑
j=1

∣∣∣∣∣∣ ∂f∂xj
∣∣∣∣∣∣ + · · ·+
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+
∑

j1+j2+j3=s

∣∣∣∣∣∣ ∂sf

∂xj11 ∂x
j2
2 ∂x

j3
3

∣∣∣∣∣∣
 .

Известно [85], что пространство F 3s− банахово.
Так как множество S1(C) при любой константе C является мно-

жеством нигде не плотным в W 3s (1.1) и, следовательно, в F
3
s , то

объединение счетного множества S1 = S1(1)∪S1(2)∪· · ·∪S1(n)∪· · ·
нигде не плотных множеств является нигде не плотным множе-
ством. Следовательно, дополнение к S1 в F 3s есть всюду плотное
множество.
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Суперпозициями второго ранга являются функции вида
ϕ(u1(x, y), u2(y, z)), в которых по крайней мере одна из функций
u1(x, y), u2(y, z) является суперпозицией первого ранга.
Каждую суперпозицию второго ранга

ψ(ϕ1(u1(x, y), u2(y, z)), ϕ2(u1(x, y), u3(x, z))) (2.2)

можно рассматривать как суперпозицию первого порядка функций
ϕ1(u1, u2), ϕ2(u1, u3) переменных u1, u2, u3, 0 ≤ uj ≤ 1, j = 1, 2, 3.
Если функции ψ, u1, u2, ϕ1, ϕ2 вычисляются с точностью ε, то функ-
ции ϕ1(u1(x, y), u2(y, z)), ϕ2(u1(x, y), u3(x, z))− с точностью γε, а
функции вида (2.2) − с точностью γ2ε.
Из формулы Колмогорова − Витушкина следует, что для дан-

ной суперпозиции, S2,ψ(C), описываемой формулой (2.2),

Hγ2ε(S1(C)) ≤ α2(C)
(
1

ε

)2/r
.

Так как число всевозможных различных суперпозиций второго
ранга конечно, то справедливо неравенство

Hγ2ε(S2(C)) ≤ α∗2(C)
(
1

ε

)2/r
,

где S2(C)− множество всевозможных суперпозиций второго ранга,
составленных из функций, принадлежащих классу W 2r (1, C).
Обозначим через S2 множество S2 = S2(1)∪S2(2)∪· · ·∪S2(n)∪· · ·

и, повторяя приведенные выше рассуждения, убеждаемся, что S2
нигде не плотно в F 3s .
Аналогично доказывается, что при любом конечном k суперпо-

зиции ранга k (Sk) нигде не плотно в F 3s .
Так как при любом конечном k множество различных суперпо-

зиций ранга k конечно, то множество всевозможных суперпозиций

S = S1 ∪ S2 ∪ · · ·Sn ∪ · · · ,
как объединение счетного множества нигде не плотных множеств,
является множеством нигде не плотным в F 3s .
Теорема доказана.
Прежде чем приступить к доказательству справедливости гипо-

тезы Колмогорова, оценим ε-энтропию класса функций K2r (D
2, C),

состоящего из функций двух комплексных переменных вида
f(z1, z2), определенных в области D2 = D1 ×D1 (Dj = {zj : |zj| ≤
1}, j = 1, 2) и имеющих частные производные до r порядка включи-
тельно по переменным xj и yj, zj = xj + iyj, |x2j | + |yj|2 ≤ 1, 1, 2,
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причем как все частные производные, так и сами функции огра-
ничены по модулю константой C.
Для наших целей достаточно ограничиться оценкой сверху, т.

к. только она будет использована в дальнейших рассуждениях.
Рассмотрим плоскость Zj комплексной переменной zj = xj+ iyj,

j = 1, 2. В плоскости Zj введем декартову систему координат 0xjyj,
совместив оси xj и yj декартовой системы координат с действи-
тельной и мнимой осями плоскости Zj, j = 1, 2. Мы вводим оди-
наковые символы для координат в действительной и комплексной
плоскостях, так как из контекста будет ясно к какому простран-
ству относятся рассуждения.
В прямоугольной декартовой системе координат 0x1y1 постро-

им квадрат ∆1 == [−1, 1;−1, 1], который затем покроем более
мелкими квадратами ∆1kl = [tk, tk+1; tl, tl+1], k, l = 0, 1, . . . , 2N − 1,
tk = −1+k/N, k = 0, 1, . . . , 2N.Квадраты∆1kl, k, l = 0, 1, . . . , 2N−1,
имеющие непустое пересечение с кругом x21+y

2
1 ≤ 1, обозначим че-

рез ∆̄1kl и назовем отмеченными. Аналогичным образом строятся
квадраты ∆2kl, k, l = 0, 1, . . . , 2N − 1.
Возвратимся теперь к комплексным переменным и рассмотрим

функцию f(z1, z2), где z1 ∈ ∆̄1k1l1, z2 ∈ ∆̄2k2l2.
Функцию f(z1, z2) можно представить в виде

f(z1, z2) = u(x1, y1, x2, y2) + iv(x1, y1, x2, y2),

где (x1, y1, x2, y2) ∈ ∆̄1,2k1l1k2l2 = ∆̄1k1l1 × ∆̄2k2l2.
Пусть значение функции u(x1, y1, x2, y2) и ее частных производ-

ных p-го порядка вычислены в точке tk1, tl1; tk2, tl2 с точностью до ε
и εp соответственно. Повторяя рассуждения, проведенные в главе
3, можно показать, что формула (2.10) из раздела 2 главы 3 по-
зволяет восстанавливать значения функции f(z1, z2) и ее частных
производных p-го порядка, 1 ≤ p ≤ r, с точностью C∗ε и C∗εp соот-
ветственно. Из этих рассуждения, учитывая, что число областей
∆̄12k1l1k2l2, ki, li = 0, 1, . . . , 2N − 1, есть величина O(N 4), следует:

Hε(K
2
r (D

2, C)) ≤ α(C)
(
1

ε

)4/r
.

Переформулируем проблему Колмогорова для функций многих
комплексных переменных.
Пусть в области D∗l = D1 ×D2 × · · · ×Dl где Dk = {zk : |zk| ≤≤ 1}, k = 1, 2, . . . , l, определено множество аналитических функ-

ций l комплексных переменных.
Пусть в области D∗m = D1×D2×· · ·×Dm, 1 ≤ m < l, определено

множество комплексных функций {ϕα(z1, . . . , zm)}, zj ∈ Dj, j =
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1, 2, . . . ,m, имеющих непрерывные частные производные по xj и
yj (zj = xj + iyj), j = 1, 2, . . . ,m.
Проблема Колмогорова для функций многих комплексных пере-

менных может быть сформулирована следующим образом:
«Существует аналитическая функция l комплексных переменных,
определенная в области D∗l , l = 3, 4, . . . , и не представимая в виде
суперпозиций функций m комплексных переменных (2 ≤ m < l),
определенных в области D∗m и имеющих непрерывные частные
производные первого порядка по переменным xj и yj (zj = xj+iyj),
j = 1, 2, . . . , m.
Существует аналитическая функция двух комплексных пере-

менных, определенная в области D∗2 и не представимая в виде
суперпозиций функций одной комплексной переменной, определен-
ных в области D∗1 и имеющих непрерывно частные производные
первого порядка по переменным x и y (z = x + iy), и операции
сложения».
Теорема 2.2. Существуют аналитические функции l комплекс-

ных переменных (l ≥ 3), определенные в области D∗l и не предста-
вимые в виде суперпозиций функций m комплексных переменных
(2 ≤
≤ m < l), определенных в области D∗m и имеющих непрерыв-
ные частные производные по переменным xj и yj (zj = xj + iyj),
j = 1, 2, . . . , m.
Доказательство. При доказательстве для определенности

ограничимся случаем трех комплексных переменных, так как по-
лученные результаты практически дословно распространяются на
другие случаи.
Пусть C− поле комплексных чисел, γi− окружность радиуса 1

в комплексной плоскости zi : γi = {zi : |zi| = 1}, i = 1, 2, 3. Пусть
γ = γ1 × γ2 × γ3 и z = (z1, z2, z3). Обозначим через D+i множество
точек, удовлетворяющих неравенству |zi| < 1, i = 1, 2, 3. Пусть
D+ = D+1 ××D+2 ×D+3 иD = D+∪γ.Обозначим через A(D) банахово простран-
ство функций, непрерывных в области D и аналитических в обла-
сти D+. Норму в A(D) введем формулой ‖f‖ = maxγ |f(z1, z2, z3)|.
Обозначим через τk, k = 0, 1, . . . , 2n, узлы τk = exp{isk}, sk =

= 2kπ/(2n + 1), k = 0, 1, . . . , 2n, через ψk(z)− фундаменталь-
ные функции интерполяционных полиномов по узлам τk, k =
0, 1, . . . , 2n. Очевидно,

ψk(z) =
(z − τ0) . . . (z − τk−1)(z − τk+1) . . . (z − τ2n)
(τk − τ0) . . . (τk − τk−1)(τk − τk+1) . . . (τk − τ2n) .
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Построим функцию

ψijl(z1, z2, z3) =

=
1

30

 1
lnn

2n∑
k=0

αikψk(z1)

 1
lnn

2n∑
k=0

βjkψk(z2)

 1
lnn

2n∑
k=0

γlkψk(z3)

 ,
где αik, βjk, γlk принимают значения ±1.
Функции ψijl(z1, z2, z3)− непрерывные в области D и аналитиче-

ские в области D+. Известно [34, с.95], что константа Лебега при
интерполировании по Лагранжу по равноотстоящим узлам τi, i =
= 0, 1, . . . , 2n, меньше, нежели 3 ln(n+1). Следовательно, при n ≥ 3

max
ijl

max
(z1,z2,z3)∈γ

|ψijl(z1, z2, z3)| < 1; |ψijl(τr, τv, τw) = 1
30

(
1

lnn

)3
.

Здесь r, v, w− целые числа (0 ≤ r, v, w ≤ 2n).
Пусть ε = (30)−1 ln−3 n. Из предыдущих выкладок следует, что

построено 23(2n+1) ε- различимых функций ψijl(z1, z2, z3), i, j, l =
0, 1, . . . , 2n.
Обозначим через A∗ множество функций f(z1, z2, z3) ∈ A(D),

удовлетворяющих неравенству ‖f(z1, z2, z3)‖ ≤ 1.
Применяя формулу Колмогорова − Витушкина, имеем:

Hε(A
∗) ≥ Bexp


(
1

ε

)1/3 .
Покажем, следуя доказательству теоремы А. Г. Витушкина,

приведенному в [85], что суперпозиции непрерывно дифференциру-
емых по xj и yj (zj = xj + iyj), j = 1, 2, функций двух переменных
образуют множество нигде не плотное в A∗. Как уже отмечалось
выше, cуперпозициями нулевого ранга являются просто функции
двух комплексных переменных. Очевидно, существуют функции
трех комплексных переменных, не представимые функциями двух
комплексных переменных.
Функции первого ранга имеют вид

ϕ1(u1(z1, z2), v1(z2, z3)), ϕ2(u2(z1, z2), v2(z1, z3)), ϕ3(u3(z2, z3), v3(z1, z3))

и так далее. Эти функции являются суперпозициями от функций
нулевого ранга.
Покажем, что подобными суперпозициями, где функции u име-

ют непрерывные частные производные первого порядка по xj и yj
(zj = xj + iyj) не исчерпываются все аналитические функции трех
комплексных переменных.

140



Функции первого ранга имеют вид ϕ1(u1(vi, vj), u2(vk, vl)). Эти
функции являются суперпозициями от функций нулевого ранга.
Покажем, что суперпозициями первого ранга вида

f(z1, z2, z3) = ϕ(u1(z1, z2), u2(z1, z3)) (2.3)

и подобными, где функции ϕ, u1, u2 имеют непрерывные частные
производные первого порядка, не исчерпываются все аналитиче-
ские функции трех комплексных переменных.
Рассмотрим множество S1(C) функций вида (2.3), где функции

ϕ, u1, u2 принадлежат классу K21(D
2, C) с фиксированной констан-

той C. Функции из класса K21(D
2, C) удовлетворяют условию Лип-

шица с константой C1. Можно показать, что, вычисляя функции
ϕ1, u1, u2 с точностью до ε, функцию g1 = ϕ1(u1, u2) можно вычи-
слить с точностью до γε. Тогда из правой части формулы Колмо-
горова − Витушкина имеем

Hγε(S1(C)) ≤ α(C)
(
1

ε

)4
. (2.4)

При любых константах α(C) и B можно выбрать ε столь малым,

что α(C)
(
1
ε

)4
< Bexp{( 1Aε)1/3}. Отсюда следует, что множество

S1(C) нигде неплотно в A∗.
С другой стороны, множество S1 всех функций вида

S1 = S1(1)
⋃
S1(2)

⋃ ·⋃S1(n)⋃ · · ·
есть счетное объединение нигде не плотных в A∗ множеств. Отсю-
да и из общих теорем теории множеств вытекает, что дополнение
к S1 в A∗ всюду плотно.
Для любой фиксированной суперпозиции Sk ранга k по индук-

ции аналогично доказывается, что при достаточно малом ε име-
ем Hε(Sk(C)) < Hε(A∗)) и, следовательно, Sk нигде не плотно в
A∗. Число всех суперпозиций ранга k конечно, поэтому, множе-
ство всех конечных суперпозиций счетно, т. е. мы опять получаем
сумму счетного числа, нигде не плотных множеств. Теорема дока-
зана.
Теорема 2.3. Существуют аналитические функции многих дей-

ствительных переменных, не представимые в виде суперпозиций
непрерывно дифференцируемых функций меньшего числа дей-
ствительных переменных.
Доказательство. Для простоты обозначений ограничимся слу-

чаем функций трех переменных. Рассмотрим множество гармони-
ческих функций, определенных в шаре G радиуса R = π с центром
в начале координат и непрерывных на сфере S радиуса R = π с
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центром в начале координат. Множество таких функций можно
представить интегралом Пуассона

u(r, θ, ϕ) =
1

2πR

∫
S

f(θ′, ϕ′)
R2 − r2

(R2 − 2rRcosγ + r2)3/2dσ, (2.5)

где γ− угол между радиусами-векторами точек (r, θ, ϕ) и (R, θ′, ϕ′).
Обозначим через θv и ϕw узлы θv = vπ/n, v = 0, 1, . . . , n, и ϕw =

= 2πw/(2n + 1), w = 0, 1, . . . , 2n, через ψv(θ)− фундаментальные
полиномы по узлам θv = vπ/n, v = 0, 1, . . . , n, через ψ∗w(ϕ)− фун-
даментальные полиномы по узлам ϕw, w = 0, 1, . . . , 2n. Обозначим
через λn и λ∗2n+1 константы Лебега интерполирования по узлам θv,
v = 0, 1, . . . , n, и ϕw, w = 0, 1, . . . , 2n.
Введем семейство функций

uij(θ, ϕ) =
1

λnλ
∗
2n+1

 n∑
k=0

αinψn(θ)

 2n∑
k=0

βjnψ
∗
n(ϕ)

 ,
где αin и βjn принимают значения, равные ±1. Рассмотрим се-
мейство гармонических функций, определенных интегралом Пуас-
сона, в котором плотностью являются функции uij(θ, ϕ). Таким
образом построено семейство из 2(2n+1)n аналитических функций,
отличающихся друг от друга на величину 2/(λnλ2n+1). Положим
ε = 2/(λnλ

∗
2n+1). Относительно констант Лебега известно [62], что

(lnn)/(8π) ≤ λ∗2n+1 ≤
≤ A+ B lnn, (lnn)/(8π) ≤ λn. Поэтому ε < 2(8π)2/ ln2 n.
Обозначим через A сужение гармонических функций, определя-

емых формулой (2.5) на область G̃ : ((r,Θ, ϕ) ∈ G̃ : {0 ≤ r ≤ π, 0 ≤
≤ Θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ π}). Через S̃ обозначим границу области G̃. Из
предыдущих рассуждений следует, что в области G̃ существует
2n
2

ε− различимых функций.
Из формулы Колмогорова − Витушкина следует оценка

Hε(A
∗) ≥ Bexp{2

√√√√1
ε
}.

Опишем процесс построения суперпозиций в области G̃. Су-
перпозициями нулевого ранга называются функции вида u1(r, ϕ),
u2(r,Θ), u3(ϕ,Θ), аргументы которых определены в сегментах
0 ≤ r,Θ, ϕ ≤ π, а значения расположены в сегменте [0, π].
Суперпозициями первого ранга называются функции вида

ϕ1(u1(r, ϕ), u2(r,Θ)), ϕ2(u1(r, ϕ), u3(Θ, ϕ)) и т. д., причем значения
функций ϕi лежат в сегменте [0, π].
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Суперпозиции второго и последующих рангов строятся по ин-
дукции. Процесс их построения аналогичен описанному выше при
доказательстве теоремы Витушкина. Единственное отличие за-
ключается в том, что областью определения функций, входящих
в суперпозиции, является квадрат [0, π]2, с областью значений −
сегмент [0, π].
Дальнейшее доказательство теоремы проводится так же, как до-

казательство теоремы 2.2.

3. Cуществование аналитических функций
двух вещественных переменных,

не представимых в виде суперпозиций
непрерывно дифференцируемых функций

одной вещественной переменной и операции сложения

Теорема 3.1. Существуют аналитические функции двух веще-
ственных переменных, не представимые в виде суперпозиций не-
прерывно дифференцируемых функций одной вещественной пере-
менной и операции сложения.
Доказательство. Ниже используются обозначения, описанные

при доказательстве теоремы 2.3, и рассуждения, приведенные при
ее доказательстве. Основное отличие заключается в том, что вме-
сто интеграла Пуассона, определенного на сфере радиуса π, рас-
сматривается интеграл Пуассона, отределенный на окружности
радиуса π. Отметим, что в этом случае ε-энтропия множества A
оценивается неравенством Hε(A) ≥ Bexp(ε−1).
Таким образом, осталось доказать, что существуют аналитиче-

ские функции двух вещественных переменных, не представимые
суперпозициями непрерывно дифференцируемых функций одной
вещественной переменной и операцией сложения. Доказательство
проведем по индукции.
Суперпозициями нулевого ранга являются просто функции од-

ной вещественной переменной. Очевидно, существуют функции
двух вещественных переменных, не представимые функциями од-
ной вещественной переменной.
Функции нулевого ранга имеют вид u1(x1), u2(x2).
Функции нулевого ранга принадлежат классу W 11 (π, C), где кон-

станта C принимает значения C = 1, 2, . . . .
Рассмотрим суперпозиции первого ранга и операцию сложения.

В результате получаем функции вида

f(r, θ) = ϕ(u1(r) + u2(θ)).

Так как функции первого ранга принадлежат классу W 11 (π, C),
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то из неравенства Витушкина − Колмогорова следует, что

Hε ≤ α(C)1
ε
.

Дальнейшее доказательство теоремы проводится по аналогии с
доказательством теоремы 2.3.
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Глава 5

АДАПТИВНЫЕ МЕТОДЫ ВОССТАНОВЛЕНИЯ
ФУНКЦИЙ

1. Адаптивные алгоритмы восстановления функций
на классе Wr

p(1)

Исследуем погрешность восстановления адаптивными алгорит-
мами в пространстве L∞ функций из класса W rp (1), определенных
на сегменте [−1, 1].
Разобьем сегмент [−1, 1] на M = [N/2] равных частей точками

wk = −1 + 2k/M, k = 0, 1, . . . ,M. Введем обозначения

δk = [

wk+1∫
wk

| f (r)(t) |p dt]1/p, k = 0, 1, . . . ,M − 1.

Пусть δk = mk/M1/p, k = 0, 1, . . . ,M − 1.
Зафиксируем произвольное значение k (0 ≤ k ≤ M − 1) и рас-

смотрим две возможности: 1) mk ≤ 1; 2) mk > 1.
В первом случае на сегменте dk = [wk, wk+1] функция f(t) ап-

проксимируется отрезком ряда Тейлора Tr−1(f, dk, wk). Погреш-
ность аппроксимации равна

| f(t)− Tr−1(f, dk, wk) |≤

≤ 1

(r − 1)!
t∫
wk

(t− τ)r−1|f (r)(τ)|dτ ≤ AM−r+1/pδk ≤ AM−r ≤ AN−r.

Во втором случае разделим сегмент [wk, wk+1] на nk = [m
p/(rp+1)
k ]

равных частей. В результате получаем сегменты dk,j = [wk,j ,
wk,j+1], wk,j = wk+ j(wk+1−wk)/nk, j = 0, 1, . . . , nk. На каждом сег-
менте dk,j аппроксимация функции f(t) проводится отрезком ряда
Тейлора
Tr−1(f, dk,j, wk,j). Погрешность этой аппроксимации оценивается
величиной AN−r.
Покажем, что

∑M−1
k=0 nk = AN. В самом деле,

1

M

M−1∑
k=0

(mk)
p =

M−1∑
k=0

δpk =
1∫
−1
| f (r)(t) |p dt ≤ 1.
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Воспользовавшись неравенством Гельдера с q = 1/(rp−1) и q′ =
= 1/(2− rp) (r > 2/p), вычисляем:

1 ≥ 1
M

M−1∑
k=0

mpk ≥
1

M

M−1∑
k=0

(mk)
p/(rp−1)

rp−1 M−1∑
k=0

1

2−rp ≥

≥M 1−rp
M−1∑
k=0

m
p/(rp−1)
k

rp−1 .
Отсюда

∑M−1
k=0 m

p/(rp−1)
k ≤ M и, следовательно, учитывая только

те участки разбиения, на которых mk > 1, убеждаемся, что число
добавленных участков разбиения не превышает M, т. е.

∑M−1
k=0 nk ≤

M.
Таким образом, при добавлении M новых участков разбиения

погрешность аппроксимации функции f(t) ∈ W rp (1) не превосходит
AN−r.
В ряде случаев представляют интерес оценки погрешности

восстановления функции f(t) ∈ W rp (1) в метрике пространства
Lq[−1, 1], 1 ≤≤ q ≤ ∞.
Разобьем сегмент [−1, 1] на M = [N/2] равных частей точками

wk = −1 + 2k/M, k = 0, 1, . . . ,M. Введем обозначения

δk =

 wk+1∫
wk

| f (r)(t) |p dt
1/p , k = 0, 1, . . . ,M.

Пусть δk = mk/N1/p, k = 0, 1, . . . ,M. Зафиксируем произвольное
значение k и рассмотрим две возможности: 1) mk ≤ 1; 2) mk > 1.
В первом случае на сегменте dk = [wk, wk+1] функция f(t) ап-

проксимируется отрезком ряда Тейлора Tr−1(f, dk, wk). Погреш-
ность аппроксимации определяется из следующих неравенств

wk+1∫
wk

| f(t)− Tr−1(f, dk, wk) |q dt ≤

≤ 1

(r − 1)!
wk+1∫
wk

|
t∫
wk

(t− τ)r−1f (r)dt|qdt ≤

≤ A(wk+1 − wk)(r−1/p)q+1 ‖ f (r) ‖qLp(dk)≤
A

N (r−1/p)q+1
‖ f (r) ‖qLp(dk)≤

≤ AN−rq−1.
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Во втором случае разделим сегмент dk на nk = [m
qp/((rp−1)q+p)
k ]

равных частей. В результате разбиения получаем сегменты dk,j =
= [wk,j, wk,j+1], wk,j = wk + j(wk+1 − wk)/nk, j = 0, 1, . . . , nk. На
каждом сегменте dk,j аппроксимация функции f(t) осуществля-
ется отрезком ряда Тейлора Tr−1(f, dk,j, wk,j). Погрешность этой
аппроксимации оценивается величиной AN−rq−1.
Обозначим через fM(t) сплайн, который на каждом сегменте dk,j

(если j = 0, то dk,j = dk) совпадает с соответствующим отрезком
ряда Тейлора. Из полученных выкладок следует, что

‖ϕ(t)− ϕM(t)‖Lq [−1,1] ≤ AN−r−1/q.
Оценим число дополнительных сегментов, которые вводятся

при построении сплайна ϕM(t).
Нетрудно видеть, что

M−1∑
k=0

(
mk

N 1/p

)p
=
M−1∑
k=0

wk+1∫
wk

∣∣∣ϕ(r)(t)∣∣∣p dt ≤ 1.
Воспользовавшись неравенством Гельдера с v = q/((rp−1)q+p)

и v′ = q/(2q − rpq − p) (rpq + p > 2q), вычисляем:

1 ≥
M−1∑
k=0

(
mk

N 1/p

)p
=
1

N

M−1∑
k=0

m
pq/((rp−1)q+p)
k

rp−1+p/qM2−rp−p/q.
ОтсюдаM−1∑

k=0

m
pq/((rp−1)q+p)
k

rp−1+p/q ≤ NM (rpq+p−2q)/q ≤ N (rpq+p−q)/q.
Следовательно, число сегментов, которые добавляются при по-

строении алгоритма, не превышает N.
Таким образом, построен адаптивный алгоритм, использующий

AN узлов функции ϕ(t) ∈ W rp (1) и восстанавливающий ее в метри-
ке Lq с точностью AN−r−1/q.
Интересно сравнить полученный результат с точностью пассив-

ных алгоритмов. Известны [43] оценки поперечников Колмогорова

dN(W
r
p , Lq) ³


N−r−1/2+1/p при 1 ≤ p ≤ 2, q ≥ 2,
N−r при 2 ≤ p ≤ q ≤ ∞,
N−r−1/q+1/p при 1 < p ≤ q ≤ 2,

характеризующие точность пассивных алгоритмов.
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Из сопоставления оценок точности пассивных и адаптивных ал-
горитмов восстановления функций на классе W rp (1) следует, что
при q 6= ∞, а также при q =∞ и 1 < p < 2 точность адаптивных
алгоритмов выше нежели пассивных.

2. Адаптивные алгоритмы восстановления функций
на классе Qr,γ,p([−1, 1],M)

Теорема 2.1. Пусть f(x) ∈ Qr,γ,p(Ω,M),Ω = [−1, 1], sp > 2.
Существует адаптивный алгоритм, использующий значения функ-
ции f(x) и ее производных до (s − 1)-го порядка в n узлах и име-
ющий в метрике пространства L∞ погрешность

Rn(f) ≤ A

n−s, если γ < (s− γ)(sp− 2),
n−(s−γ)(sp−1), если γ > (s− γ)(sp− 2),
n−s(lnn)s(sp−2)(sp−1), если γ = (s− γ)(sp− 2).

(2.1)

Замечание. Сравним эту оценку с точностью пассивных алго-
ритмов. В разделе 2 главы 2 показано, что поперечник Колмого-
рова оценивается снизу неравенством

dn(Qr,γ,p, (Ω,M), Lq) ≥ A

n−s+1/p−1/q при q ≤ 2,
n−s+1/p−1/2 при p ≤ 2, q > 2,
n−s при p > 2.

Следовательно, при p < 2 погрешность пассивных алгоритмов
оценивается величиной не меньшей чем An−s+1/p−1/2 в то время,
как существует адаптивный алгоритм с погрешностью восстано-
вления функцией из Qr,γ,p(Ω,M), характеризуемый неравенством
(2.1).
Доказательство. Разобьем сегмент [−1, 1] на 2N частей точ-

ками t1k = −1 + (k/N)v, t2k = 1− (k/N)v, v = s/(s− γ).
Введем обозначения 41k = [t1k, t1k+1], 42k = [t2k+1, t2k]; через cik обо-

значается середина сегмента 4ik. На сегментах 4i0 (i = 1, 2) по-
грешность аппроксимации функции ϕ(x) отрезком ряда Тейлора
Tβ(ϕ,4i0, ci0) оценивается неравенством (β = r−1 при γ целом, β =
r при γ
нецелом)

‖ϕ(t)− Tβ(ϕ,4i0, ci0)‖ ≤ AN−s, i = 1, 2.
На сегменте 4ik, k = 1, . . . , N − 1, i = 1, 2, погрешность аппрок-

симации ϕ(t) отрезком ряда Тейлора Ts−1(ϕ,4ik, cik) оценивается
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неравенством

‖ϕ(t)− Ts−1(ϕ,4ik, cik)‖ ≤
1

(s− 1)!

∣∣∣∣∣∣∣∣
t∫
cik

(t− x)s−1ϕ(s)(x)dx
∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ A(hik)s−1/p
 ∫
4ik
|ϕ(s)(x)|pdx


1/p

,

где hik = |tik+1 − tik|, i = 1, 2, k = 1, 2, . . . , N − 1.
Ниже для определенности положим i = 1. Введем обозначения

ψ(t1k) =

 ∫
41k
|ϕ(s)(t)|pdt


1/p

.

Пусть ψ(t1k) = m
1
k(h
1
k)
1/p(N/(k + 1))vγ. Рассмотрим две возмож-

ности: 1)m1k ≤ 1; 2) m1k > 1.
В первом случае

|ϕ(t)− Ts−1(ϕ,41k, c1k)| ≤ A(h1k)s
(
N

k + 1

)vγ
≤ AN−s

и на сегментах, для которых выполнено это условие, аппроксима-
ция функции ϕ(x) осуществляется полиномом Ts−1(ϕ,41k, c1k).
Перейдем ко второму случаю. Пусть ψ(t1k) = m

1
k(h
1
k)
1/p(N/(k +

1))vγ. Разделим сегмент 41k на n1k = [(m1k)p/(sp−1)] равных частей.
Тогда погрешность на каждом участке разбиения не превосходит
величины

A(h1k/n
1
k)
s−1/pm1k(h

1
k)
1/p(N/(k + 1))vγ ≤ AN−s.

Покажем, что
∑N−1
k=0 n

1
k ≤ AN. В самом деле,

N−1∑
k=0

(m1k)
ph1k =

N−1∑
k=0

(
k + 1

N

)vγp
(ψ(t1k))

p =
N−1∑
k=0

(
k + 1

N

)vγp ∫
41k
|ϕ(s)(t)|pdt ≤

≤ 2
0∫
−1
|d(t,Γ)ϕ(s)(t)|pdt ≤ 2.

Воспользовавшись неравенством Гельдера с q = 1/(sp−1) и q′ =
= 1/(2− sp) (s > 2/p), имеем:
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2 ≥
N−1∑
k=0

(m1k)
ph1k ≥

N−1∑
k=1

(m1k)
p/(sp−1)

sp−1 N−1∑
k=1

(h1k)
1/(2−sp)

2−sp ≥

≥
N−1∑
k=1

(m1k)
p/(sp−1)

sp−1 1/
N−1∑
k=1

(h1k)
1/(2−sp)

sp−2 ≥
≥ A
N v

N−1∑
k=1

(m1k)
p/(sp−1)

sp−1 1/
N−1∑
k=1

k−γ/(s−γ)(sp−2)
sp−2 ≥

≥ A

N sp−1

N−1∑
k=1

(m1k)
p/(sp−1)

sp−1 . (2.2)

Последний переход в цепочке неравенств был сделан в предполо-
жении, что γ/(s−γ)(sp−2) < 1. Из неравенства (2.2) при сделанном
выше предположении следует, что

N−1∑
k=0

n1k =
M−1∑
k=1

(m1k)
p/(sp−1) ≤ AN. (2.3)

Отметим, что в случае, когда γ/(s− γ)(sp− 2) > 1, неравенство
(2.2) преобразуется в следующее:

2 ≥
N−1∑
k=1

(m1k)
ph1k ≥

A

N v

N−1∑
k=1

(m1k)
p/(sp−1)

sp−1 .
Отсюда

N−1∑
k=0

n1k =
N−1∑
k=1

(m1k)
p/(sp−1) ≤ AN v/(sp−1) = AN s/(s−γ)(sp−1). (2.4)

В случае, когда γ = (s− γ)(sp− 2), неравенство (2.2) имеет вид

2 ≥
N−1∑
k=1

(m1k)
ph1k ≥

A

N v(lnN)(sp−2)

N−1∑
k=1

(m1k)
p/(sp−1)

sp−1 .
Отсюда
N−1∑
k=0

n1k =
N−1∑
k=0

(m1k)
p/(sp−1) ≤ AN s/(s−γ)(sp−1)(lnN)(sp−2)/(sp−1). (2.5)

Вернемся к неравенству (2.3). Из него следует, что при γ/(s−
−γ)(sp−2) < 1, добавляя в случае необходимости AN новых узлов,
добиваемся погрешности AN−s.
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Перейдем к случаю, когда γ/(s − γ)(sp − 2) > 1. Из последнего
неравенства следует, что s/(s− γ)(sp− 1) > 1. Очевидно,

γ

(s− γ)(sp− 2) =
s

(s− γ)(sp− 1) +
 s

(s− γ)(sp− 1) − 1
 1

sp− 2 .
(2.6)

Если предположить, что s/(s − γ)(sp − 1) ≤ 1, то из условия
γ/(s−
−γ)(sp−2) > 1 и равенства (2.6) получаем s/(s−γ)(sp−1) > 1. Из
этого противоречия следует, что s/(s−γ)(sp−1) > 1. Таким обра-
зом, в рассматриваемом случае для достижения точности AN−s
адаптивный алгоритм требует использования n1 = AN s/(s−γ)(sp−1)
узлов, т. е. его точность, выраженная через число используемых
функционалов, равна An−(s−γ)(sp−1)1 .
Рассмотрим случай, когда γ/(s − γ)(sp − 2) = 1. Из (2.6) сле-

дует, что тогда s/(s − γ)(sp − 1) = 1. Таким образом, в данном
случае для достижения точности AN−s адаптивный алгоритм тре-
бует использования n1 = AN(lnN)(sp−2)/(sp−1) узлов, т. е. его точ-
ность, выраженная через число используемых функционалов, рав-
на An−s1 (lnn1)s(sp−2)/(sp−1). Теорема доказана.
Замечание. На каждом участке разбиения вместо отрезка ря-

да Тейлора можно использовать интерполяционные полиномы, по-
строенные по узлам Чебышева первого рода, отображенным аф-
финным преобразованием с сегмента [−1, 1] на сегмент разбиения.
Нетрудно видеть, что при этом все оценки остаются неизменными.
Отметим случаи, когда описанный выше адаптивный алгоритм

может быть использован на практике. К ним относятся следую-
щие:
1) производная ϕ(s)(x) односторонне ограничена всюду, кроме мно-
жества меры нуль;
2) функция ϕ(x) может быть представлена в виде суммы двух
функций ϕ(x) = ϕ1(x) + ϕ2(x), каждая из которых имеет одно-
сторонне ограниченные всюду, кроме множества меры нуль, про-
изводные ϕ(s)1 (x) и ϕ

(s)
2 (x). (К этому случаю относятся, например,

функции ϕ(x) =

=
n∑
i=1
ρi(x)ψ(x), ϕ(x) =

n∏
i=1
ρi(x)ψ(x), где ϕ(x)− непрерывная функ-

ция; ρi(x)− весовые функции);
3) вариация V функции ϕ(s−1)(x) может быть легко вычислена
(или достаточно точно оценена сверху) на любом сегменте ∆ik, k =
1, 2, . . . , N−
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−1, i = 1, 2.
Применимость алгоритма в первых двух случаях следует из до-

казательства теоремы. Поэтому остановимся на третьем случае,
полагая p = 1.
В этом случае погрешность на сегменте ∆1k (k = 1, 2, . . . , N − 1)

оценивается неравенством (на сегментах ∆2k (k = 1, 2, . . . , N − 1)
оценка проводится аналогично):

∣∣∣ϕ(x)− Ts−1(ϕ,∆1k, c1k)∣∣∣ ≤ 1

(s− 1)!

∣∣∣∣∣∣∣∣
x∫
c1k

(x− t)s−1ϕ(s)(t)dt
∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ Ahs−1k
∫
∆1k

∣∣∣ϕ(s)(t)∣∣∣ dt = Ahs−1k V (ϕ(s−1),∆1k),
где V (ϕ(s−1),∆1k)− полное изменение функции ϕ(s−1) на сегменте
∆1k.
Здесь использована известная [76, с. 58] теорема о полном изме-

нении неопределенного интеграла от суммируемой функции.
Остальные выкладки аналогичны приведенным при доказатель-

стве теоремы.

3. Адаптивные алгоритмы восстановления
на классе функций Соболева

Обозначим через W rp (Ω), Ω = [−1, 1]l, l ≥ 2 пространство Собо-
лева с нормой

‖ϕ‖W rp (Ω) = ‖ϕ‖Lp(Ω) + ‖ϕ‖Lrp(Ω),
где

‖ϕ‖Lrp(Ω) =
 ∑
|v|=r

∫
Ω

| Dvϕ |p dt

1/p

,

v = (v1, . . . , vl), | v |= v1 + . . . + vl, t = (t1, . . . , tl), D
vϕ =

∂|v|ϕ/∂v11 . . . ∂t
vl
l и рассмотрим множество функций ϕ ∈ W rp (Ω), удо-

влетворяющих условию ‖ϕ‖W rp (Ω) ≤M.
Во второй главе были приведены оценки поперечников Колмо-

горова на классе функций W rp (Ω).
Сопоставляя эти оценки с приведенными ниже оценками точно-

сти восстановления функций адаптивными алгоритмами, убежда-
емся, что при q =∞ и 1 ≤ p ≤ 2 , а также при q <∞ адаптивные
алгоритмы точнее пассивных.
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Построим адаптивный алгоритм восстановления функции из
W rp (Ω).
Разделим i-ю (i = 1, 2, . . . , l) сторону куба Ω на n частей

точками tik = −1 + 2k/n, k = 0, 1, . . . , n, i = 1, 2, . . . , l. В ре-
зультате разбиения Ω образуются более мелкие кубы 4i1,...,il =
[t1i1, t

1
i1+1
; . . . ; tlil, t

l
il+1
].

Обозначим через P t1r (ϕ(t1, . . . , tl), [−1, 1]) интерполяционный по-
лином степени r − 1, аппроксимирующий функцию ϕ(t1, . . . , tl) на
сегменте [−1, 1] по переменной t1 и по узлам полинома Чебышева
первого рода порядка r . Через P t1r (ϕ(t1, . . . , tl), [t

1
k, t
1
k+1]) обозначим

интерполяционный полином, полученный из P t1r (ϕ, [−1, 1]) при ото-
бражении [−1, 1] на [t1k, t1k+1]. Через ϕr(t1, . . . , tl;4i1,...,il) обозначим
интерполяционный полином

ϕr(t1, . . . , tl;4i1,...,il) = Pr(ϕ,4i1,...,il) = P t1r . . . P tlr (ϕ(t1, . . . , tl);4i1,...,il).
Нетрудно видеть, что для введенного выше интерполяционного

полинома Pr(ϕ,4i1,...,il) справедливо соотношение
‖ϕ− Pr(ϕ,4i1,...,il)‖C =

= ‖ϕ− P4i1,...,il(ϕ,4i1,...,il)− Pr(ϕ− P4i1,...,il(ϕ,4i1,...,il))‖C ≤
≤ A(1 + ln r)l(mes4i1,...,il)r/l−1/p‖ϕ‖Lrp(4i1,...,il) ≤
≤ A(mes4i1,...,il)r/l−1/p‖ϕ‖Lrp(4) = Ahr−l/pψi1,...,il,

где h = 2/n, ψi1,...,il = ‖ϕ‖Lrp(4i1,...,il), P4i1,...,il(ϕ,4i1,...,il)− линейный
оператор, введенный в разделе 3 главы 1.
Пусть ψi1,...,il = mi1,...,ilh

l/p. Рассмотрим две возможности:

1) mi1,...,il ≤ 1; 2) mi1,...,il > 1.
В первом случае погрешность восстановления оценивается не-

равенством

‖ϕ− ϕr(t1, . . . , tl,4i1,...,il‖C ≤ Ahr ≤ An−r.
Во втором случае каждое ребро куба 4i1,...,il разбивается на

ni1,...,il =

=
[
m
p/(rp−l)
i1,...,il

]
равных частей. Из точек деления проводятся плоско-

сти, перпендикулярные к ребрам, и в результате куб 4i1,...,il разби-
вается на nli1,...,il мелких кубов. Кубы, полученные в результате та-
кого разбиения, обозначим4i1,...,il;j1,...,jl. Функция ϕ(t1, . . . , tl) в кубе
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4i1,...,il;j1,...,jl восстанавливается интерполяционным полиномом
ϕr(t1, . . . , tl;4i1,...,il;j1,...,jl).

Нетрудно видеть, что погрешность такого восстановления равна
Ahr =
= An−r.
Покажем, что число добавленных кубов не превосходит Anl.

Прежде всего отметим, что∑
i1,...,il

mpi1,...,ilh
l =

∑
i1,...,il

‖ϕ‖pLrp(4i1,...,il) = ‖ϕ‖
p
Lrp(Ω)

≤M.

Воспользовавшись неравенством Гельдера с v = l/(rp− l) и v′ =
= l/(2l − rp), полагая, что rp > 2l, имеем:

M ≥ ∑
i1,...,il

mpi1,...,ilh
l ≥

≥
 ∑
i1,...,il

m
lp/(rp−l)
i1,...,il

(rp−l)/l  ∑
i1,...,il

hl
2/(2l−rp)

(2l−rp)/l ≥

≥ A
 ∑
i1,...,il

nli1,...,il

(rp−l)/l n−(rp−l).
Отсюда ∑

i1,...,il

nli1,...,il ≤ Anl.
Таким образом, построен алгоритм восстановления функции

ϕ(t1, . . . , tl), использующий Anl значений функции ϕ и имеющий
точность An−r.
Теорема 3.1. Пусть pr > 2l, p ≥ 1, ϕ ∈ W rp (Ω). Существует

адаптивный алгоритм, использующий N = nl значений функции
ϕ(t1, . . . , tl) и восстанавливающий ее с точностью AN−r/l.
Исследуем теперь адаптивные алгоритмы восстановления функ-

ций из класса W rp (Ω) в пространстве Lq(Ω), 1 ≤ q <∞.
Разделим i-ю (i = 1, 2, . . . , l) сторону куба Ω на n частей точ-

ками tik = −1 + 2k/n, k = 0, 1, . . . , n, i = 1, 2, . . . , l. В результате
разбиения Ω образуются кубы ∆i1,...,il. В кубах ∆i1,...,il аппроксима-
цию функции ψ(t1, . . . , tl) будем осуществлять интерполяционным
полиномом ψr(t1, . . . , tl; ∆i1,...,il). Воспользовавшись леммой 3.5 из
главы 1 убеждаемся в следующем:

‖ψ(t1, . . . , tl)− ψr(t1, . . . , tl; ∆i1,...,il)‖Lq ≤
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≤ Ahr+l/q−l/p‖ψ‖Lrp(∆i1,...,il) = Ahr+l/q−l/pψi1,...,il,
где ψi1,...,il = ‖ψ‖Lrp(∆i1,...,il).
Пусть ψi1...il = mi1...ilh

l/p. Рассмотрим две возможности:
1) mi1...il ≤ 1; 2) mi1...il > 1.
В первом случае погрешность восстановления оценивается не-

равенством

‖ψ − ψr(t,∆i1,...,il)‖Lq ≤ Ahr+l/q ≤ An−r−l/q.
Во втором случае каждое ребро куба ∆i1,...,il разбивается на

ni1...il = [m
pq/(rpq+l/p−l/q)
i1...,il ]

равных частей. Из точек деления проводятся плоскости, перпенди-
кулярные к ребрам, и в результате куб ∆i1,...,il разбивается на n

l
i1...il

более мелких кубов, которые обозначим через ∆i1...il;j1...jl. Функ-
ция ψ(t1, . . . , tl) в кубе ∆i1...il;j1...jl восстанавливается интерполяци-
онным полиномом ψr(t1, . . . , tl; ∆i1,...,il;j1...jl). Нетрудно видеть, что
погрешность такого восстановления равна An−r−l/q.
Покажем, что число добавленных кубов не превосходит Anl.

Прежде всего отметим, что, как и в случае, когда q =∞,∑
i1,...,il

mpi1...ilh
l ≤M.

Воспользовавшись неравенством Гельдера с v = ql/(rpq+lp−lq)
и v′ = ql(2lq − lp− rpq), полагая, что rpq + lp− 2lq > 0, имеем:

M ≥ ∑
i1...il

mpi1...ilh
l ≥

≥
 ∑
i1...il

(
m
lpq/(rpq+lp−lq)
i1...il

)(rpq+lq−lp)/ql  ∑
i1...il

hl
2q/(2lq−lp−rpq)

(2lq−lp−rpq)/ql ≥
≥ An−(rpq+lp−lq)/q

 ∑
i1...il

(
m
lpq/(rpq+lp−lq)
i1...il

)(rpq+lp−lq)/ql .
Отсюда следует, что∑

i1...il

nli1...il =
∑
i1...il

m
lpq/(rpq+lp−lq)
i1,...,il ≤ Anl.

Таким образом, построен адаптивный алгоритм восстановления
функции ψ(t1, . . . , tl), использующий при своем построении Anl

значений функции ψ и имеющий точность An−r−l/q.
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Теорема 3.2. Пусть rp ≤ l, lp > q(2l − rp), ψ ∈ W rp (Ω). Су-
ществует адаптивный алгоритм, использующий N = nl значений
функции
ψ(t1, . . . , tl) и восстанавливающий ее с точностью AN−r/l−1/q.

4. Адаптивные алгоритмы восстановления функций
на классе Qr,γ,p([−1, 1]l,M), l ≥ 2

Теорема 4.1. Пусть f(x) ∈ Qr,γ,p(Ω), Ω = [−1, 1]l, l ≥ 2, v =
= s/(s − γ), s > 2l/p. Существует адаптивный алгоритм, исполь-
зующий значения функций f(x) в n узлах и имеющий в метрике
пространства L∞ погрешность RN :

RN ≤ A



n−s/l при v < l/(l − 1), w < 1,
n−s/l при v < l/(l − 1), w = 1, v1 < l,
(lnn/n)s/l при v < l/(l − 1), w = 1, v1 = l,
(lnn/n)(s−γ)/(l−1+l/(sp−l)) при v < l/(l − 1), w = 1, v1 > l,
n−(s−γ)/(l−1+l/(sp−l)) при v ≥ l/(l − 1), w > 1,
n−(s−γ)/(l−1+l/(sp−l)) при v < l/(l − 1), w > 1, v1 ≥ l,
n−s/l при v < l/(l − 1), w > 1, v1 < l,

где w = (v− 1)(lsp− sp+2l− l2)/(sp− 2l), vl = v(l− 1+ l/(sp− l)).
Из сравнения этих оценок с оценками поперечников Колмого-

рова и Бабенко компактов Qr,γ,p(Ω,M), полученнными во второй
главе, следует, что в ряде случаев, (например, при p > 2) адаптив-
ные алгоритмы значительно точнее пассивных.
Доказательство теоремы 4.1. Обозначим через ∆k(k =

0, 1, . . . ,
N − 1) множество точек x = (x1, . . . , xl) из Ω, расстояние от кото-
рых до границы Γ области Ω удовлетворят неравенству(

k

N

)v
≤ d(x,Γ) ≤

(
k + 1

N

)v
,

где v = s/r.
В каждой из областей ∆k разместим кубы ∆ki1,...,il со сторонами,

длины которых равны hk = ((k + 1)/N)v − (k/N)v. То обстоятель-
ство, что в каждом из множеств ∆k может оказаться 2l паралле-
лепипедов, у которых не все стороны имеют длину, равную hk, не
влияет на дальнейшие рассуждения.
Обозначим через Ps(x1, . . . , xl; ∆ki1...il) интерполяционный поли-

ном, введенный в предыдущем разделе.
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Аппроксимируем функцию f(x) в кубах ∆0i1,...,il полиномом
fβ(x,∆

0
i1...il
), где β = r − 1 при γ целом, β = r при γ нецелом.

Нетрудно видеть, что∣∣∣f(x)− fβ(x,∆0i1,...,il)∣∣∣ ≤ Ahr+ζ0 ≤ AN−s.
Приступим к аппроксимации функции f(x) в кубах ∆ki1,...,il при

k > 0. Для этого воспользуемся леммой 3.4 из главы 1. Имеем

‖f − Ps(f,∆ki1...il)‖ ≤ Ahl(s/l−1/p)k ‖f‖Lsp(∆i1...il) ≤
≤ Ah(sp−l)/pk ‖f‖Lsp(∆i1...il) = Ah

(sp−l)/p
k f(∆ki1...il),

где f(∆ki1...il) = ‖f‖Lsp(∆i1...il).
Пусть f(∆ki1...il) = m

k
i1...il
h
l/p
k (N/(k + 1))

vγ. Рассмотрим две воз-
можности: 1)mki1...il ≤ 1; 2)mki1...il > 1.
В первом случае∣∣∣f − Ps(f,∆ki1...il)∣∣∣ ≤ Ahsk(N/(k + 1))vγ ≤ AN−s.
Перейдем ко второму случаю. Разделим каждую из сторон ку-

ба ∆ki1...il на n
k
i1...il
= [(mki1...il)

p/(sp−l)] равных частей. Тогда погреш-
ность аппроксимации в каждом кубе, полученном в результате раз-
биения, не превосходит величины

A

 hk
nki1...il

(sp−l)/pmki1...ilhl/pk
(
N

k + 1

)vγ
≤ AN−s.

Оценим величину
∑
k

∑
i1...il
nki1...il, полагая, что в кубах, в которых

mki1...il ≤ 1, величина nki1...il равна единице.
Нетрудно видеть, что

N−1∑
k=0

∑
i1...il

(mki1...il)
phlk =

N−1∑
k=0

∑
i1...il

(f(∆ki1...il))
p((k + 1)/N)pvγ =

=
N−1∑
k=0

∑
i1...il

(
k + 1

N

)pvγ ∑
|α|=s

∫
. . .

∫
∆ki1...il

|Dαf |p dx ≤

≤ 2
N−1∑
k=0

∑
i1...il

∑
|α|=s

∫
. . .

∫
∆ki1...il

|dγ(x,Γ)Dα(f)|p dx ≤ 2.
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Воспользовавшись неравенством Гельдера с показателями q =
l/(sp−
−l) и q′ = l/(2l − sp) при sp > 2l, имеем:

2 ≥
N−1∑
k=0

∑
i1...il

(mki1...il)
phlk ≥

≥
N−1∑
k=0

hlk

 ∑
i1...il

(mki1...il)
pl/(sp−l)

(sp−l)/l  ∑
i1...il

1

(2l−sp)/l =

=
N−1∑
k=0

hlkn
(2l−sp)/l
k

 ∑
i1...il

(mki1...il)
pl/(sp−l)

(sp−l)/l ≥

≥
N−1∑
k=0

∑
i1...il

(mki1...il)
pl/sp−l)

(sp−l)/l×

×
N−1∑
k=0

(hlkn
(2l−sp)/l
k )l/(2l−sp)

(2l−sp)/l ,
где nkД число кубов ∆ki1,...,il, размещенных в ∆k.
Оценим суммуN−1∑
k=0

(
hlkn

(2l−sp)/l
k

)l/(2l−sp)(2l−sp)/l =
N−1∑
k=0

h
l2/(2l−sp)
k nk

(2l−sp)/l ≥

≥ A
N−1∑
k=0

N vl
2/(sp−2l)

k(v−1)l2/(sp−2l)

(
N v − kv
kv−1

)l−1(2l−sp)/l ≥

≥ A

N−v(sp(l−1)+2l−l2)/l при w > 1,
N−v(sp(l−1)+2l−l

2)/l(lnN)(2l−sp)/l при w = 1,
N−(sp−1) при w < 1,

где w = (v − 1)(lsp− sp + 2l − l2)/(sp− 2l).
Обозначим через n∗ число кубов, которые необходимо добавить к

первоначальному разбиению области Ω при реализации описанного
алгоритма.
Очевидно,

n∗ ≤ A

N v(l−1+l/(sp−l)) при w > 1,
N v(l−1+l/(sp−l)) lnN при w = 1,
N l при w < 1.
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Таким образом, определено число кубов n∗, которое необходимо
добавить к начальному разбиению ∆i1...il для достижения точности
AN−s.
Число же кубов ∆i1...il первоначального разбиения оценивается

соотношением

n0 ³

N v(l−1) при v > l/(l − 1),
N l при v < l/(l − 1),
N l lnN при v = l/(l − 1),

установленным выше в главе 2.
Оценим точность восстановления при различных значениях w.

Пусть w ≤ 1. Нетрудно видеть, что w = (v− 1)(l− 1+ l2/(sp− 2l))
и, следовательно, если w ≤ 1, то v < l/(l − 1).
Таким образом, необходимо рассмотреть два случая: w < 1 при

v < l/(l − 1) и w = 1 при v < l/(l − 1). В первом случае погреш-
ность аппроксимации в каждом кубе не превышает AN−s, а чи-
сло функционалов, используемых при построении алгоритма, рав-
но n = n∗ + n0 = AN l.
Следовательно, погрешность построенного алгоритма при v <

l/(l −
−1) и w < 1 равна An−s/l.
Во втором случае погрешность аппроксимации в каждом кубе не

превосходит AN−s, а число функционалов, используемых при по-
стронии алгоритма, равно n = AN v1 lnN при v1 = v(l− 1+ l/(sp−
l)) >
> l, n = AN l lnN при v1 = l и n = AN l при vl < l. Следова-
тельно, погрешность построенного алгоритма при v < l/(l − 1)
и w = 1 равна An−s/l, если v1 < l; A(lnn/n)s/l, если v1 = l и
A((lnn)/n)(s−γ)/(l−1/(sp−l)), если v1 > l.
Пусть w > 1. Рассмотрим вначале случай, когда v > l/(l − 1).

Число узлов, которое необходимо добавить для достижения точ-
ности AN−s, равно AN v(l−1+l/(sp−l)) и превосходит число узлов
AN v(l−1) первоначального разбиения. Таким образом, общее число
используемых функционалов равно n = n∗ + n0 = AN v(l−1+l/(sp−l)).
Следовательно, точность, построенного алгоритма при v > l/(l −
1), равна An−(s−γ)/(l−1+l/(sp−l)). Аналогичная оценка справедлива
при v =
= l/(l − 1).
Рассмотрим теперь случай, когда v < l/(l − 1). Число функци-

оналов, при котором достигается точность AN−s в каждом кубе
разбиения, равно AN v(l−1+l/(sp−l)) при v(l− 1+ l/(sp− l)) ≥ l и AN l
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при v(l− 1+ l/(sp− l)) < l. Следовательно, точность построенного
алгоритма An−(s−γ)/(l−1+l/(sp−l)) при v(l−1+ l/(sp− l)) ≥ l и AN−s/l
при v(l − 1 + l/(sp− l)) < l.
Теорема доказана.
Рассмотрим несколько случаев, когда описанный выше алго-

ритм может быть практически реализован.
Пусть все производные s-го порядка в кубе Ω неотрицательны,

а p = 1. В этом случае величина ϕ(∆ki1,...,il) равна

ϕ(∆ki1,...,il) =
∑
|v|=s

∫
∆ki1,...,il

∂|v|ϕ(x1, . . . , xl)
∂xv11 . . . ∂x

vl
l

dx1 . . . xl

и может быть выражена через значения частных производных в
вершинах куба ∆ki1,...,il.
Для простоты ограничимся случаем функций двух переменных.
Оценим значение суммы

∑
|v|=s

∫
∆ki1,i2

∫ ∂|v|ϕ(x1, x2)
∂xv11 ∂x

v2
2

dx1dx2.

Для смешанных производных интеграл вычисляется точно

∫
∆ki1,i2

∫ ∂|v|ϕ(x1, x2)
∂xv11 ∂x

v2
2

dx1dx2 =

= ϕ(v1−1,v2−1)(aki1+1, a
k
i2+1
)− ϕ(v1−1,v2−1)(aki1+1, aki2)−

−ϕ(v1−1,v2−1)(aki1, aki2+1) + ϕ(v1−1,v2−1)(aki1, aki2). (4.1)

Для остальных производных оценка интеграла выглядит более
сложной.
Рассмотрим интеграл

∫
∆ki1,i2

∫ ∂sϕ(x1, x2)
∂xs1

dx1dx2 =

=

aki2+1∫
aki2

[(
ϕ(s−1,0)(aki1+1, x2)− ϕ(s−1,0)(aki1+1, aki2)

)]
dx2−
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−
aki2+1∫
aki2

[(
ϕ(s−1,0)(aki1, x2)− ϕ(s−1,0)(aki1, aki2)

)]
dx2+

+
(
ϕ(s−1,0)(aki1+1, a

k
i2
)− ϕ(s−1,0)(aki1, aki2)

)
hk ≤

≤
aki2+1∫
aki2

x2∫
aki2

ϕ(s−1,1)(aki1+1, u)dudx2 −
aki2+1∫
aki2

x2∫
aki2

ϕ(s−1,1)(aki1+1, u)dudx2+

+
(
ϕ(s−1,0)(aki1+1, a

k
i2
)− ϕ(s−1,0)(aki1, aki2)

)
hk ≤

≤
aki2+1∫
aki2

aki2+1∫
aki2

ϕ(s−1,1)(aki1+1, u)dudx2+

+
(
ϕ(s−1,0)(aki1+1, a

k
i2
)− ϕ(s−1,0)(aki1, aki2)

)
hk =

=
(
ϕ(s−1,0)(aki1+1, a

k
i2+1
)− ϕ(s−1,0)(aki1+1, aki2) +

+ ϕ(s−1,0)(aki1+1, a
k
i2
)− ϕ(s−1,0)(aki1, aki2)

)
hk =

=
(
ϕ(s−1,0)(aki1+1, a

k
i2+1
)− ϕ(s−1,0)(aki1, aki2)

)
hk. (4.2)

Оценив по формулам (4.1), (4.2) величину ϕ(∆ki1,i2), из соотноше-
ния ϕ(∆ki1,i2) = m

k
i1,i2
h2k(N/(k+1))

vγ находимmki1,i2 и, следовательно,
nki1,i2.
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Глава 6

КВАДРАТУРНЫЕ ФОРМУЛЫ

1. Интегралы со степенными особенностями

Рассмотрим квадратурную формулу ( к.ф.)

Iϕ ≡
1∫
0

ρ(t)ϕ(t)dt =
N∑
k=1

ρk∑
j=0

pkjϕ
(j)(tk) +RN(pkj, tk, ϕ). (1.1)

Наилучшая к.ф. вида (1.1) при N = 2, ρ(t)dt = dq(t), t1 =
0, tN = 1 построена в работе [56] на множестве функций W rL2(1).
Наилучшая к.ф. вида (1.1) при произвольной суммируемой весо-
вой функции ρ(t) при ρk = 0 (k = 1, . . . , N) была построена [1] на
множестве функций W 10L2(1).
В случае, когда вес ρ(t) = t, наилучшие к.ф. с фиксированными

узлами при ρk = 2r − 1 были построены на множествах функций
W 2r01 (1) иW

2rL2(1) в работах [55, 57]. При произвольной суммируе-
мой функции и фиксированных узлах наилучшая к.ф. при ρk = r−1
на множестве функций W r0L∞(1) построена в [57]. Интересные ре-
зультаты по вычислению интегралов с весовыми функциями по-
лучены в [53, 54] .
При весовой функции ρ(t) = tα наилучшие к.ф. вида (1.1) при

ρk = r − 1, ρk = r − 2, k = 1, 2, . . . , N, на множествах функций
W rL2(1), W

rL∞(1) построены в работах [5, 6].
В работе [70] вычислена сильная асимптотика погрешности

к.ф. вида (1.1) при ρk = 0 (k = 1, 2, . . . , N) на классе функций
W rLp(1)(1 ≤
≤ p ≤ ∞) в предположении, что ‖ϕ(t)‖Lq <∞, где 1/p+ 1/q = 1.
В работе [17] построены оптимальные, асимптотически опти-

мальные и оптимальные по порядку к.ф. вида (1.1) на различных
классах функций в предположении , что ρ(t) = t−γ, 0 ≤ γ < 1.
Данный раздел посвящен оптимальным алгоритмам вычисления

интегралов со степенными особенностями.
На протяжении всего параграфа полагаем ρ(t) = t−γ, 0 ≤ γ < 1.
Теорема 1.1. Среди всевозможных к.ф. вида (1.1) (при ρk = 0)

асимптотически оптимальной на классе Hα(1) является формула

Iϕ = (1− γ)−1
N−1∑
k=0

ϕ(t′k)
(
t1−γk+1 − t1−γk

)
+ RN(ϕ),

162



где tk = (k/N)(1+α)/(1+α−γ), t′l = (tl + tl+1)/2, k = 0, 1, . . . , N, l =
0, 1, . . . ,
N − 1. Ее погрешность равна

RN [Hα(1)] = (1 + α)
α/2α(1 + α− γ)1+αNα + o (N−1) .

Теорема 1.2. На классе функций W 10L(1) среди всевозможных
к.ф. вида (1.1) при ρk = 0 и tN = 1 формула

Iϕ = N−1(1− γ)−1
N−1∑
k=1

ϕ(tk) +
1

2
ϕ(tN)

+ RN(ϕ),
где tk = (k/N)1/(1−γ), k = 1, 2, . . . , N, является оптимальной. Ее
погрешность равна 1/2N(1− γ).
Теорема 1.3. На классе функций W 10L(1) среди всевозможных

к.ф. вида (1.1) при ρ = 0 оптимальной является формула

Iϕ = 2(1− γ)−1(2N + 1)−1
N−1∑
k=1

ϕ(tk) +RN(ϕ),

где tk = (2k/(2N+1))1/(1−γ), k = 0, 1, . . . , N. Ее погрешность равна
RN [W

1
0L(1)] = 1/(2N + 1)(1− γ).

Доказательства теорем 1.1 − 1.3 приведены в монографии [17].
Построим асимптотически оптимальные к.ф. на классеW rLp(1),

r = 1, 2, . . . , 1 ≤ p ≤ ∞.
Обозначим через v величину v = (rq + 1)/(rq + 1 − qγ). Вве-

дем узлы tk = (k/N)v, k = 0, 1, . . . , N. На каждом сегменте 4k =
[tk, tk+1], k =
= 0, 1, . . . , N−1, подынтегральную функцию ϕ(t) аппроксимируем
полиномом ϕ̃(t,4k), который определяется формулой

ϕ̃(t,4k) =
r−1∑
l=0

ϕ(l)(tk)
l!
(t− tk)l + Bklδ(l)(tk+1)

 ,
δ(t) = ϕ(t)−

r−1∑
l=0

ϕ(l)(tk)

l!
(t− tk)l,

коэффициенты {Bkl} которой определяются из равенства

(tk+1 − tk)r −
r−1∑
l=0

Bklr!(tk+1 − tk)
(r − l − 1)! (tk+1 − t)

r−l−1 =

= (−1)rRrq
(
tk + tk+1
2

,
tk+1 − tk
2

, t

)
.
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Введем квадратурную формулу

Iϕ =
N−1∑
k=1

tk+1∫
tk

ϕ̃(τ,4k)dt
τ γ

+
r−1∑
k=0

ϕ(k)(0)

k!(k + 1− γ)t
k+1−γ
1 + RN(ϕ). (1.2)

Теорема 1.4. Среди всевозможных к.ф. вида (1.1) при ρ = r −
1 асимптотически оптимальной на классе W rLp(1)(1 ≤ p ≤ ∞)
является формула(1.2). Ее погрешность равна

RN [W
rLp(1)] =

Rrq(1)

2r(rq + 1)1/qr!N r

(
qr + 1

qr + 1− qγ
)r+1/q

+ o(N−r).

Доказательство. Теорема является обобщением теоремы 5.1.5
монографии [17], причем в [17] установлена оценка снизу верхней
грани погрешностей к.ф. вида (1.1) на классеW rLp(1) при 1 ≤ q ≤
≤ 1/(1−γ), 1/p+1/q = 1, и оценена погрешность к.ф.(1.2) на клас-
се W rLp(1) при 1 ≤ p ≤ ∞. Таким образом, для доказательства
справедливости теоремы 1.4 достаточно распространить оценку
снизу на весь класс W rLp(1), 1 ≤ p ≤ ∞.
Введем обозначения sk = (k/l)v, k = 0, 1, . . . , l, где l =

[N/M ], M =
= [ln N ].
Пусть ϕ∗(t)− функция, обращающаяся в нуль вместе со своими

производными до (r − 1)-го порядка включительно в узлах к.ф.
(1.1) и в точках sk(k = 0, 1, . . . , l) и такая, что

sk+1∫
sk
ϕ∗(τ)dτ > 0 при

1 ≤
≤ k ≤ l−1. Кроме того, предположим, что ϕ∗(t) ≡ 0 при 0 ≤ t ≤ s1
и sl ≤ t ≤ 1. Тогда
1∫
0

ϕ∗(τ)
τ γ
dτ ≥

l−1∑
k=0

s−1k+1
sk+1∫
sk

ϕ∗(τ)dτ +
(
s−1k + s

−1
k+1

) sk+1∫
sk

ϕ∗−(τ)dτ
 = I1+I2,

где

ϕ−k (t) =
{
0 при ϕk(t) ≥ 0,
ϕk(t) при ϕk(t) < 0.

Из теорем 3.18, 3.19 и леммы Смоляка, приведенных в главе 1,
следует, что:

sup
ϕ∈W rLp(Mk;[sk,sk+1]),ϕ(l)(tj)=0, j=1,2,...,Nk,l=0,1,...,r−1

∣∣∣∣∣∣
sk+1∫
sk

ϕ(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣ ≥
≥ (sk+1 − sk)r+l−1/pMkRrq(1)/2rr!(rq + 1)1/q(Nk − 1 + [Rrq(1)]1/r)r,
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гдеNk− число узлов к.ф. (1.1), расположенных в сегменте [sk, sk+1].
Повторяя рассуждения, приведенные в [17, с. 47 − 48], можно

показать, что:

I1 ≥ Rrq(1)

2rr!(rq + 1)1/qN r

(
rq + 1

rq + 1− q
)r+1/q

+ o
(
N−r

)
.

Перейдем к оценке I2

|I2| ≤
l−1∑
k=1

∣∣∣∣∣∣ 1sγk −
1

sγk+1

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
sk+1∫
sk

ϕ∗(τ)dτ
∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ A
l−1∑
k=1

(sk+1 − sk)r+1+1/q
s1+γk

 sk+1∫
sk

|ϕ∗(r)(t)|pdt
1/p ≤ o(N−r).

Из полученных оценок сумм I1 и I2 следует оценка снизу вели-
чины ζN [W rLp](1). Теорема доказана.
Построим асимптотически оптимальные к.ф., не использующие

значений производных подынтегральных функций.
Введем обозначения M = [ln N ], L = [N/M ].
Построим квадратурную формулу

Iϕ =
L−1∑
k=1

t∗−γk+1lM,r,p(ϕ, [t
∗
k, t
∗
k+1]) +

t∗1∫
0

ΠN,r,p(Tr−1(ϕ; [0, t∗1], 0))τ
−γdt+

+
L−1∑
k=1

t∗k+1∫
t∗k

ΠN,r,p(Tr−1(ϕ; [t∗k, t
∗
k+1], t

∗
k))
(
τ−γ − t∗−γk+1

)
dτ + RN(ϕ), (1.3)

где t∗k = (k/L)v, k = 0, 1, . . . , L, v = (rq+1)/(rq−γq+1), операторы
l и Π введены в третьем разделе первой главы.
Теорема 1.5. Среди всевозможных к.ф. вида (1.1) при ρk = 0

асимптотически оптимальной на классе функцийW rLp(1), 1 < p ≤
≤ ∞, является формула (1.3). Ее погрешность равна

RN (W
rLp(1)) =

1 + o(1)

N r

(
rq + 1

rq − γq + 1
)r+1/q

inf
c
‖B∗r (t)− c‖Lq ,

где B∗r−полином Бернулли, 1/p+ 1/q = 1.
Доказательство. Вначале оценим снизу величину ζN [W rLp(1)].

Обозначим через {wk} объединение узлов {ti} к.ф. (1.1) и точек
{t∗k}. Обозначим через ϕ∗(t) функцию, принадлежащую множеству
W rLp(1), равную нулю в точках wk и обращающуюся в нуль вместе
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с производными r-го порядка в точках t∗k, k = 0, 1, . . . , L. Из теории
квадратурных формул Эйлера − Маклорена и леммы С. А. Смо-
ляка следует , что каждому сегменту [t∗k, t∗k+1] можно поставить в
соответствие функцию ϕ∗k(t), равную нулю в узлах tk ∈ [t∗k, t∗k+1] и
обращающуюся в нуль вместе с производными до r-го порядка в
точках t∗k, t∗k+1, причем

t∗k+1∫
t∗k

ϕ∗k(t)dt ≥Mk infc ‖B∗r (t)− c‖Lq(Nk)−r.

Здесь Mk =

t∗k+1∫
t∗k
|ϕ∗k(t)|pdt

1/p , Nk− число узлов к.ф. (1.1), по-

павших на сегмент [t∗k, t∗k+1] .
Нетрудно видеть, что

1∫
0

ϕ∗(τ)
τ γ
dτ =

L−1∑
k=1

t∗k+1∫
t∗k

ϕ∗(τ)τ−γdτ ≥
L−1∑
k=1

t∗−γk+1

t∗k+1∫
t∗k

ϕ∗(τ)dτ+

+
L−1∑
k=1

(t∗−γk − t∗−γk+1)
t∗k+1∫
t∗k

ϕ∗−(τ)dτ = r1 + r2,

где

ϕ+k (t) =

{
ϕk(t) при ϕk(t) ≥ 0,
0 при ϕk(t) < 0,

ϕ−k (t) =
{
0 при ϕk(t) ≥ 0,
ϕk(t) при ϕk(t) < 0.

Оценим величины r1 и r2 :

r1 ≥
L−1∑
k=1

t∗−γk+1

t∗k+1∫
t∗k

ϕ∗k(t)dt ≥
(1 + o(1))

N r

(
rq + 1

rq − γq + 1
)r+1/q

inf
c
‖B∗r (t)−c‖Lq ,

|r2| ≤
L−1∑
k=1

∣∣∣t∗−γk − t∗−γk+1
∣∣∣
t∗k+1∫
t∗k

|ϕ∗k|dτ ≤

≤ 1

(r − 1)!
L−1∑
k=1

∣∣∣t∗−γk − t∗−γk+1
∣∣∣
t∗k+1∫
t∗k

∣∣∣∣∣∣∣∣
τ∫
t∗k

(τ − v)r−1ϕ∗(r)(v)dv
∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
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≤ A

Lr+1/q

L−1∑
k=1

1

k


t∗k+1∫
t∗k

∣∣∣ϕ∗(r)(v)∣∣∣p dv

1/p

≤ A

Lr+1/q
= o(N−r).

Из полученных оценок следует, что

ζN [W
rLp(1)] ≥ (1 + o(1))

(
rq + 1

rq − γq + 1
)r+1/q 1

N r
inf
c
‖B∗r (t)− c‖q.

Оценим погрешность к.ф. (1.3). Нетрудно видеть, что

|RN(ϕ)| ≤
∣∣∣∣∣∣∣∣
L−1∑
k=1

t∗k+1∫
t∗k

(ϕ(τ)− Tr−1(ϕ; [t∗k, t∗k+1]; t∗k))
(
τ−γ − t∗−γk+1

)
dτ

∣∣∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣∣
t∗1∫
0

(ϕ(τ)− Tr−1(ϕ; [0, t∗1]; 0)) τ−γdτ
∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣
L−1∑
k=1

t∗k+1∫
t∗k

(Tr−1(ϕ; [t∗k, t
∗
k+1]; t

∗
k)−

− ∏
N,r,p

(Tr−1(ϕ; [t∗k, t
∗
k+1]; t

∗
k))

 (τ−γ − t∗−γk+1)dτ
∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣∣
t∗1∫
0

(Tr−1(ϕ; [0, t∗1]; 0)−
∏
N,r,p

(Tr−1(ϕ; [0, t∗1]; 0))τ
−γdτ

∣∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣∣∣
L−1∑
k=1

1

t∗γk+1

t∗k+1∫
t∗k

ϕ(τ)dτ − lM,r,p(ϕ; [t∗k, t∗k+1])
∣∣∣∣∣∣∣∣ = r1 + . . .+ r5.

Оценки r1 ≤ o(N−r) и r2 ≤ o(N−r) получаем из оценок точности
формулы Тейлора с остаточным членом в интегральной форме и
выбора точек t∗k, k = 0, 1, . . . ,M.
Равенства r3 = o(N−r) и r4 = o(N−r) следуют из построения

оператора
∏
N,r,p
.

Остановимся на оценке суммы r5. В работе [70] показано, что
при 1 < p ≤ ∞ ∣∣∣∣∣∣∣

b∫
a

ϕ(τ)dτ − ln,r,p(ϕ; [a, b])
∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ 1 + o(1)
nr

inf
c
‖B∗r (t)− c‖Lq [0,1](b− a)r+1/q‖ϕ(r)‖Lp[a,b].
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Следовательно,

r5 ≤ 1 + o(1)
Lr

inf
c
‖B∗r (t)−c‖Lq

M−1∑
k=1

(
M

k + 1

)vγ ((k + 1
M

)v
−
(
k

M

)v)r+1/q
×

×‖ϕ(r)‖Lq[t∗k,t∗k+1] ≤
1 + o(1)

N r
inf
c
‖B∗r (t)− c‖Lq

(
rq + 1

rq − γ + 1
)r+1/q

.

Собирая оценки r1 − r5, имеем:

RN [W
rLp(1)] =

1 + o(1)

N r

(
rq + 1

rq − γq + 1
)r+1/q

inf
c
‖B∗r (t)− c‖Lq .

Теорема доказана.
Замечание. Оптимальные по порядку алгоритмы вычисления

интегралов Iϕ построены в монографии [17].

2. Асимптотически оптимальные квадратурные
формулы на классах функций со степенным ростом

производных
у границы области

Рассмотрим к.ф. вида

1∫
−1
f(x)dx =

N∑
k=−N

′ ρ∑
l=0

pklf
(l)(xk) +RN(f), (2.1)

где
∑′ означает суммирование по k 6= 0, −1 ≤ x−N < . . . < x−1 <

0 <
< x1 < . . . < xN ≤ 1.
Наилучшие к.ф. вида (2.1) на классах функций W rLp(1), начи-

ная с работ С. М. Никольского [63], исследовались многими авто-
рами (подробную библиографию см. в [64, 48, 40]).
Ниже строятся асимптотически оптимальные к.ф. вида (2.1) на

классе функций Qr,γ,p(Ω,M), который является обобщением класса
W rLp(1).
Теорема 2.1. Пусть Ψ = Qr(Ω, 1), Ω = [−1, 1]. Среди всевоз-

можных к.ф. вида (2.1) при ρ = 2r асимптотически оптимальной
является формула

1∫
−1
f(x)dx =

N−1∑
k=−N+1

2r∑
l=0

pklf
(l)(vk) +RN(f),
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определяемая следующим набором узлов и весов: v±k = ±1∓ ((N −
−k)/N)2, k = −N, . . . , N, pkl = ϕ(2r−1)(vk − 0)− ϕ(2r−1)(vk + 0), где

ϕ(x) =


(1 + x)2r+1/(2r + 1)! при − 1 ≤ x ≤ v−N+1,
R2r+1,1(v

1
k, (vk+1 − vk)/2, x) при vk ≤ x ≤ vk+1,

k = −N + 1, . . . , N − 2,
(1− x)2r+1/(2r + 1)! при vN−1 ≤ x ≤ 1,

(2.2)
где v1k = (vk+1 + vk)/2.
Погрешность этой формулы равна

RN [Ψ] = 4(1 + o(1))R2r+1,1(1)/((2r + 1)(2r + 1)!N
2r+1).

Доказательство. Известна [64, с. 150] формула

1∫
−1
f(x)dx =

N−1∑
k=−N

2r∑
l=0

(−1)lf (l)(x)ϕ(2r−1)(x)
∣∣∣∣∣∣∣
vk+1

vk

−

− 1

(2r + 1)!

1∫
−1
f (2r+1)(x)ϕ(x)dx.

Погрешность этой к.ф. равна

|RN [f ]| =
∣∣∣∣∣∣∣
1

(2r + 1)!

1∫
−1
f (2r+1)(x)ϕ(x)dx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ 1

(2r + 1)!

1∫
−1

∣∣∣f (2r+1)(x)∣∣∣ |ϕ(x)|dx.
В книге [64, с. 156] показано, что

vk+1∫
vk

∣∣∣Rr1(v1k, (vk+1 − vk)/2, x)∣∣∣ dx = 2|Rr1(1)|r!

(
vk+1 − vk
2

)r+1
. (2.3)

Поэтому

RN [Ψ] ≤ (1 + o(1))4R2r+1,1(1)/((2r + 1)(2r + 1)!N 2r+1). (2.4)

Докажем, что эта оценка достижима в сильной асимптотике.
Пусть M = [lnN ], L = [N/M ]. ζ±k = ±1∓ (k/L)2, k = 0, 1, . . . , L.

Через wk обозначим объединение узлов xk к.ф. (2.1) и точек ζk.
Введем функцию ϕ∗(x) ∈ W 2r+1(1), обращающуюся в нуль вместе
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с производными до 2r-го порядка в точках wk, равную нулю на
сегменте [ζ−L+1, ζL−1] и, кроме того, удовлетворяющую условиям:

ζ−k−1∫
ζ−k

ϕ∗(x)dx ≥ 0, k = 0, 1, . . . , L− 2;

ζk+1∫
ζk

ϕ∗(x)dx ≥ 0, k = 0, 1, 2, . . . , L− 2.

Построим функцию ψ∗(x). При этом ограничимся сегментом
[−1, 0]. На сегменте [ζ−k, ζ−k−1] положим ψ∗(x) = ϕ∗(x)/(1 +
ζ−k−1)r+1. Нетрудно видеть, что ψ∗(x) ∈ Qr(Ω, 1).
Подставляя ψ∗(x) в к.ф. (2.1), имеем:

1∫
−1
ψ∗(x)dx ≥

L∑
k=1

(1+ζ−k−1)−r−1
 ζ−k−1∫
ζ−k

ψ∗(x)dx+
ζk+1∫
ζk

ψ∗(x)dx

 . (2.5)
Известно (см. теорему 3.19 из главы 1), что

inf
pkl
sup

ψ∈W r(1)

∣∣∣∣∣∣∣
1∫
0

ψ(τ)dτ −
N∑
k=1

r−1∑
l=0

pklψ
(l)(tk)

∣∣∣∣∣∣∣ ≥
1

r![4(N − 1) + 2(r + 1)1/r]r .

Из предыдущих неравенств, следствия леммы С. А. Смоляка и
теоремы 3.18 главы 1 имеем:

sup
ψ∈W r(1),ψ(j)(wi)=0,i=1,2,...,Nk,j=0,1,...,r−1

ζ−k−1∫
ζ−k

ψ(τ)dτ ≥

≥ (ζ−k−1 − ζ−k)r+1
r!4(Nk − 1) + 2(r + 1)1/r

, (2.6)

где Nk− число узлов к.ф. (2.1) на сегменте [ζ−k, ζ−k−1].
Из неравенств (2.5) и (2.6) следует неравенство

1∫
−1
ψ∗(x)dx ≥ (1 + o(1)) 4R2r+1,1(1)

(2r + 1)(2r + 1)!N 2r+1
. (2.7)

Из сопоставления оценок (2.4) и (2.7) следует теорема.
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Построим асимптотически оптимальную к.ф. вида (2.1) при ρ =
0. Пусть M = [lnN ], L = [N/M ]. Рассмотрим к.ф.

1∫
−1
f(x)dx =

L−2∑
k=1

lM,s,∞(f ; [vk, vk+1]) +
L−2∑
k=1

lM,s,∞(f ; [v−k−1; v−k])+

+lM,q,u(f ; [−1, v−L+1]) + lM,q,u(f ; [vL−1, 1]) + RN (f), (2.8)

где vk = 1−((L−k)/L)v, v−k = −1+((L−k)/L)v, k = 0, 1, . . . , L; v =
= (s+1)/(s+1− γ); q = r, u =∞ при γ целом; q = r+1, u = p, p <
1/µ при γ нецелом.
Замечание. При нецелом γ теорема справедлива при γ < (s+1)µ.
Теорема 2.2. На классе Ψ = Qr,γ(Ω, 1), Ω = [−1, 1], среди все-

возможных к.ф. вида (2.1) при ρ = 0, −1 < xk < 1, k = −N, . . . , N,
асимптотически оптимальной является формула (2.8). Ее погреш-
ность равна

RN [Ψ] =
2 + o(1)

N s

(
s+ 1

s+ 1− γ
)r+1
inf
c
‖B∗s(t)− c‖L1.

Доказательство. Вначале оценим снизу величину ζ[Ψ]. При
этом сохраним обозначения L,M, v±k(k = 0, 1, . . . , L), введен-
ные при доказательстве предыдущей теоремы. Обозначим через
ϕ∗(x) ∈ W (s)(1) функцию, равную нулю в узлах {xk} к.ф. (2.1) и
обращающуюся в нуль вместе с производными до (s− 1)-го поряд-
ка в точках v±k(k =
= 0, 1, . . . , L), через ϕ∗±k(x)− сужение ϕ∗(x) на [vk, vk+1] при k ≥ 0
и [v−k−1, v−k] при k ≤ 0. Определим функцию ψ∗(x) ∈ Qr,γ(Ω, 1)
формулой

ψ∗(x) = A
{
ϕ∗k(x)/((k + 1)/L)v при x ∈ [vk, vk+1], k ≥ 0,
ϕ∗−k(x)/((k + 1)/L)v при x ∈ [v−k−1, v−k], k < 0.

Как и при доказательстве теоремы 2.1, имеем

ζN [Ψ] ≥ 2
L−1∑
k=0

(
L

k + 1

)vγ vk+1∫
vk

ϕ∗k(t)dt ≥

≥ 2 + o(1)
N s

(
s+ 1

s+ 1− γ
)r+1
inf
c
‖B∗s(t)− c‖L1.

Оценка снизу получена.
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Оценим погрешность к.ф. (2.8). Очевидно, при целом γ

|RN (f)| ≤
L−1∑
k=1

∣∣∣∣∣∣
vk+1∫
vk

f(x)dx− lM,s,∞(f ; [vk, vk+1])
∣∣∣∣∣∣+

+2

∣∣∣∣∣∣∣
1∫

vL+1

f(x)dx− lM,r,∞(f ; [vL+1, 1])
∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ 2(1 + o(1))
(
(M rLv(r+1))−1 inf

c
‖B∗s(t)− c‖L1+

+N−s
L−1∑
k=1

(vk+1 − vk)s+1(L/k)γ infc ‖B∗s(t)− c‖L1
 ≤

≤ (2 + o(1))N−s((s+ 1)/(s+ 1− γ))r+1 inf
c
‖B∗s(t)− c‖L1. (2.9)

Теорема доказана для целого γ.
В случае, когда γ− нецелое число, необходимо внести изменение

в оценку слагаемого, имеющего индекс k = L− 1.
Так как ‖ϕ(r+1)(t)‖ ≤ (d(t,Γ))−µ, то ϕ(r+1)(t) ∈ Lp при p < 1/µ.

Следовательно, ϕ(t) ∈ W r+1Lp при p < 1/µ. В работе [70] показано,
что если ϕ(t) ∈ W r+1Lp, то∣∣∣∣∣∣∣

1∫
vL−1
ϕ(t)dt− lM,r+1,p(ϕ, [v0, v1])

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ 1 + o(1)

(r + 1)!M r+1
1

Lvr1
inf
c
‖Br+1(t)− c‖Lq = o(N−s),

где q = p/(p− 1), r1 = r + ζ − 1/q.
Из этого неравенства следует справедливость теоремы для не-

целого γ при q < (s+ 1)/γ.
Теорема 2.3. Пусть Ψ = Qr,γ,p(Ω, 1), Ω = [−1, 1]. Среди всевоз-

можных к.ф. вида (2.1) при ρ = s− 1, −1 < xk < 1,k = −N, . . . , N,
асимптотически оптимальной является формула

1∫
−1
f(x)dx =

N−1∑
k=−N+1

s−1∑
l=0

pklf
(l)(vk) +RN(f), (2.10)

где v±k = ±1 ∓ ((N − k)/N)v, v = (s + 1/q)/(s + 1/q − γ), k =
0, 1, . . . , N, pkl = ϕ

(s−l)(vk − 0)− ϕ(s−l−1)(vk + 0),

ϕ(x) =


(1 + x)s/s! при − 1 ≤ x ≤ x−N+1,
Rsq(v

′
k, (vk+1 − vk)/2, x) при vk ≤ x ≤ vk+1,

k = −N + 1, . . . , N − 1,
(1− x)s/s! при xN−1 ≤ x ≤ 1,

(2.11)
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где v′k = (vk+1 + vk)/2. Погрешность этой формулы равна

RN [Ψ] = (1 + o(1))αN ,

где αN = 21/q(s+1/q)s+1/qRsq(1)/((sq+1)1/q(s+1/q−γ)s+1/q2sN ss!).
Доказательство. Вначале оценим снизу величину ζN [Ψ]. Пусть

M = [lnN ], L = [N/M ], v±k = ±1∓ (k/L)v, k = 0, 1, . . . , L, v = (s+
+1/q)/(s+1/q−γ). Построим функцию ϕ∗(t) ∈ W rLp(1), обращаю-
щуюся в нуль вместе с производными до (s−1)-го порядка включи-
тельно в узлах {xk} к.ф. (2.1) и в точках {vk}. Введем функцию
ψ∗(t) по формуле

ψ∗(t) =
{
ϕ∗(t)/((k + 1)/L)vγ при t ∈ [vk, vk+1],
ϕ∗(t)/((k + 1)/L)vγ при t ∈ [v−k−1, v−k].

Нетрудно видеть, что функция ψ∗(t) ∈ Qr,γ,p(Ω, 1). Очевидно,

ζN [Ψ] ≥
1∫
−1
ψ∗(t)dt =

L−1∑
k=0

 v−k∫
v−k−1

ψ∗(t)dt+
vk+1∫
vk

ψ∗(t)dt

 ≥

≥ 2
L−1∑
k=1

Ak(vk+1 − vk)s+1/qRsq(1)
((k + 1)/L)vγ2ss!(sq + 1)1/q(Nk − 1 + (Rsq(1))1/s)s

,

где

Ak =


vk+1∫
vk

∣∣∣ψ∗(s)(t)∣∣∣p dt

1/p

,

Nk− число узлов к.ф. (2.1) на сегменте [vk, vk+1].
Положив A0 = A1 = . . . , AL−1 = (1/2L)1/p, имеем ζ[Ψ] ≥ (1 +

+o(1))αN .
Оценим погрешность к.ф. (2.10). Интегрированием по частям

доказывается [64, c. 150] формула
1∫
−1
f(x)dx =

N∑
k=−N

s−l−1∑
l=0

(−1)lf (l)(x)ϕ(s−1)(x)
∣∣∣∣∣∣
vk+1

vk

−

− 1
s!

1∫
−1
f (s)(x)ϕ(x)dx. (2.12)

Следовательно,

|RN(f)| = 1
s!

∣∣∣∣∣∣∣
1∫
−1
f (s)(x)ϕ(x)dx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
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≤ 1
s!

 1∫
−1

∣∣∣(d(x,Γ))γf (s)(x)∣∣∣p dx

1/p  1∫

−1

∣∣∣(d(x,Γ))−γϕ(x)∣∣∣q

1/q

≤

≤ 1
s!

 1∫
−1

∣∣∣(d(x,Γ))−γϕ(x)∣∣∣q dx

1/q

≤ αN(1 + o(1)).

Теорема доказана.
Пусть M = [lnN ], L = [N/M ]. Рассмотрим к.ф.

1∫
−1
f(x)dx =

L−1∑
k=0

lMsp(f ; [vk, vk+1]) +
L−1∑
k=0

lMsp(f ; [v−k−1, v−k])+

+RN(f), (2.13)

где v±k = ±1∓((L−k)/L)v, k = 0, 1, . . . , L, v = (s+1/q)/(s+1/q−γ).
Теорема 2.4. На классе Ψ = Qr,γ,p(Ω, 1), Ω = [−1, 1] среди все-

возможных к.ф. вида (2.1) при ρ = 0 асимптотически оптимальной
является формула (2.13). Ее погрешность равна

RN [Ψ] = (1+o(1))2
1/q((s+1/q)/(s+1/q−γ))s+1/qN−s inf

c
‖B∗s(t)−c‖Lq .

Доказательство этой теоремы подобно доказательству теоремы
2.2, и поэтому опускается.
Выше построены асимптотически оптимальные к.ф. для вычи-

сления интегралов на классах Qr,γ,p(Ω,M), Ω = [−1, 1], при различ-
ных значениях γ и p. Практическая реализация некоторых из при-
веденных формул довольно затруднительна, и представляет инте-
рес построение на классе Qr,γ,p менее точных, но более простых
формул.
Обозначим через N1 величину [N/(2r+1)]+1, а через ∆k(∆−k)−

сегменты [sk+1, sk] ([s−k, s−k−1]), где s±k = ±1∓ ((2r+1)k/N)2, k =
= 0, 1, . . . , N1 − 1, причем s±N1 = 0 по определению. Обозначим
через T2r+1(x,∆k) полином Чебышева степени 2r + 1, наименее
уклоняющийся от нуля в равномерной метрике на сегменте ∆k,
а через x(k)1 , . . . , x

(k)
2r+1− его корни. Через P2r+1(x,∆k) обозначим по-

лином, интерполирующий функцию f(x) на сегменте Ω по узлам
x
(k)
1 , . . . , x

(k)
2r+1.

Рассмотрим к.ф.

1∫
−1
f(x)dx =

N1−1∑
k=0

 sk∫
sk+1

P2r+1(x,∆k)dx+

s−k−1∫
s−k
P2r+1(x,∆−k)dx

+
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+RN(f). (2.14)

Теорема 2.5. Погрешность к.ф. (2.14) на классе Ψ = Qr(Ω, 1)
оценивается неравенством

RN [Ψ] ≤ (1 + o(1))(2r + 1)2r+1/(22r−1(2r + 1)!N 2r+1).
Доказательство. Пусть ψ2r+1(x,∆k) = f(x)−P2r+1(x,∆k). По-

грешность к.ф. (2.14) можно представить в виде неравенства

|RN(f)| ≤
N1−1∑
k=0

|
sk∫

sk+1

ψ2r+1(x,∆k+1)dx|+
N1−1∑
k=0

|
s−k−1∫
s−k
ψ2r+1(x,∆k+1)dx| =

= I1 + I2.

Так как суммы I1 и I2 оцениваются одинаково, то ограничим-
ся рассмотрением первой из них. Известно (лемма 3.2 главы 1),
что на сегменте [−1, 1] погрешность интерполяционной формулы
оценивается неравенством

‖f(x)− P2r+1(x, [−1, 1])‖ ≤ ‖f (2r+1)‖/(2r + 1)!4r.
Поэтому

I1 = |
s0∫
s1

ψ2r+1(x,∆1)dx‖+
N1−1∑
k=1

|
sk∫
sk+1

ψ2r+1(x,∆k+1)dx| ≤

≤ (1 + o(1))(2r + 1)2r+1/4r(2r + 1)!N 2r+1.
Следовательно,

RN [Ψ] ≤ (1 + o(1))(2r + 1)2r+1/(22r−1N 2r+1(2r + 1)!).
Теорема доказана.
Исследуем вопросы построения к.ф. для вычисления интегралов

на классе Br,γ(Ω,M).
Теорема 2.6. Пусть Ψ = Br,γ(Ω,M), Ω = [−1, 1]. Квадратурная

формула

1∫
−1
f(x)dx =

r∑
l=0

p−N+1,lf (l)(v−N+1) +
N−2∑

k=−N+2

s−1∑
l=0

pklf
(l)(vk)+

+
r∑
l=0

pN−1,lf (l)(vN−1) +RN(f),
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где v±k = ±1∓ ((N −k)/N)v, k = 0, 1, . . . , N, v = (s+1)/(r+2−γ),
s+ 1 = [8(r+ 2− γ)N/(Me2)], pkl = ϕ(s−l−1)(vk − 0)− ϕ(s−l)(vk + 0),
функция ϕ(x) определена формулой (2.11), имеет погрешность

RN [Ψ] ≤ BN−3/2e−(8N(r+2−γ)/Me2),
B− const.
Доказательство. Воспользовавшись формулой (2.12), имеем:

|RN(f)| ≤ 1
s!

1∫
−1
|f (s)(x)||ϕ(x)|dx = 1

((r + 1)!)2

t−N+1∫
−1
(1+x)r+1|f (r+1)(x)|dx+

+
1

((r + 1)!)2

1∫
tN−1

(1− x)r+1|f (r+1)(x)|dx+

+
1

s!

N−2∑
k=0

vk+1∫
vk

|Rs(t′k,
tk+1 − tk
2

, x)||f (s)(x)|dx+

+
1

s!

N−2∑
k=0

v−k∫
v−k−1

|Rs(t−k−1, t−k − t−k−1)
2

, x)||f (s)(x)|dx.

Так как f(x) ∈ Br,γ, то
1

((r + 1)!)2

v−N+1∫
−1
(1 + x)r+1|f (s)(x)|dx ≤

≤ M
r+1(r + 1)r+1

((r + 1)!)2

v−N+1∫
−1
(1 + x)r+1−γdx =

1 + o(1)

r + 2− γ
(
1

N

)s+1
.

Аналогично

1

((r + 1)!)2

1∫
vN−1
(1− x)r+1|f (r+1)(x)|dx ≤ 1 + o(1)

r + 2− γ
(
1

N

)s+1
.

Воспользуемся формулой (2.3). Тогда

1

s!

N−2∑
k=0

tk+1∫
tk

|Rs(t′k, (tk+1 − ttk)/2, x)||f (s)(x)|dx ≤

≤ 1
s!

(
N

k

)v(s−r−1+γ)
(tk+1 − tk)s+1M sss2−3s+1 ≤
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≤ 1 + o(1)√
2πs

(
s+ 1

r + 2− γ
)s+1 M sss

N s+1
22s+1

(
e

s

)s+1
= r1.

Полагая s+ 1 = [8(r + 2− γ)N/Me2], имеем:

r1 ≤ 1 + o(1)
4
√
π
e3
√
M(r + 2− γ)−3/2e−8N(r+2−γ)/(Me2).

Таким образом,

RN [Ψ] ≤ BN−3/2e−(8N(r+2−γ)/Me2).
Обозначим через n число использованных функционалов f (k)(ti).

Нетрудно видеть, что n = 16[(r + 2− γ)N 2/Me2] + 1. Отсюда сле-
дует, что

Rn[Ψ] ≤ Bn−3/4e−2
√
n(r+2−γ)/Me2.

Теорема доказана.
Построенная к.ф. при своей реализации требует вычисления

производных высокого порядка. Рассмотрим к.ф., допускающую
более простую реализацию.
Пусть v±k = ±1∓ ((N − k)/N)v, k = 0, 1, . . . , N, v = (s+ 1)/(r +

+2 − γ), s + 1 = [(r + 1)N/e]. Ниже используются полиномы
Pr(x,∆k), определенные при доказательстве теоремы 2.5. Введем
сплайн

fN(x) =


Pr(x, [−1, v−N+1]) при −1 ≤ x ≤ v−N+1,
Ps(x, [vk−1, vk]) при −N + 1 ≤ k ≤ 0,
Ps(x, [vk, vk+1]) при 0 ≤ k ≤ N − 1,
Pr(x, [vN−1, vN ]) при vN−1 ≤ x ≤ 1

и рассмотрим к.ф.

1∫
−1
f(x)dx =

1∫
−1
fN(x)dx+ RN (f). (2.15)

Нетрудно видеть, что

|RN(f)| ≤ 2

2rr!r2

(
1

N

)v(r+1−γ)
+ 2

N−2∑
k=1

(
N

k

)v(s−r−1+γ)
(vk+1 − vk)s+1 =

= B

( 1
N

)s+1
+

(
v

N

)s+1 = B
( 1
N

)s+1
+

 s+ 1

(r + 2− γ)N
s+1

 .
Положим s+ 1 = [(r + 1)N/e]. Тогда |RN(f)| ≤ Be−(r+2−γ)N/e.
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Теорема 2.7. Пусть Ψ = Br,γ(Ω,M), Ω = [−1, 1]. К.ф. (2.15)
имеет погрешность

RN [Ψ] ≤ Be−(r+2−γ)N/e,
где B− const.
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3. Адаптивные алгоритмы на классе
Qr,γ,p(Ω,M),Ω = [−1,1]

Воспользуемся результатами, полученными в пятой главе при
исследовании адаптивных алгоритмов восстановления функций,
для построения адаптивных алгоритмов вычисления интеграла

If =
1∫
−1
f(t)dt (3.1)

на классе Qr,γ,p(Ω,M),Ω = [−1, 1].
Адаптивный алгоритм вычисления интеграла (3.1) заключает-

ся в следующем. Сегмент [−1, 1] последовательно разбивается на
более мелкие сегменты. В каждом таком сегменте интеграл вычи-
сляется по одной и той же к.ф.. Необходимо построить алгоритм
последовательного разбиения сегмента так, чтобы в результате его
использования в каждом из сегментов разбиения погрешность вы-
числения интеграла была бы величиной одного порядка.
Теорема 3.1. Пусть f(t) ∈ Qr,γ,p(Ω,M), Ω = [−1, 1], sp ≥ 2.

Существует адаптивный алгоритм вычисления интегралов вида
(3.1), использующий значения подынтегральной функции и ее про-
изводных до (s− 1)-го порядка в n узлах и имеющий погрешность

Rn(f) = A


n−s при γ < (s− γ)/(sp− 2),
n−(s−γ)(sp−1) при γ > (s− γ)(sp− 2),
n−s(lnn)s(sp−2)/(sp−1) при γ = (s− γ)(sp− 2).

Доказательство. В главе 5 был построен адаптивный ал-
горитм восстановления функции f(t) ∈ Qr,γ,p(Ω,M). Обозначим
сплайн, полученный в результате применения описанного алго-
ритма через sN(f). Тогда адаптивный алгоритм вычисления инте-
грала If заключается в аппроксимации его интегралом I(sN(f)).
Воспользовавшись оценками теоремы 9.1 главы 5 завершаем до-
казательство теоремы.
Теорема 3.2. Пусть f(t) ∈ Qr,γ,p(Ω,M), Ω = [−1, 1], sp ≥ 2.

Существует адаптивный алгоритм вычисления интегралов вида
If, использующий значения подынтегральной функции и ее про-
изводных до (s− 1)-го порядка в n узлах и имеющий погрешность
RN (f) ≤ AN−s, если:
а) w < 1;
б) w = 1 и (s+ 1)q/(s+ 1− γ)p(sp+ 1) < 1;
в) w > 1 и (s+ 1)q(s+ 1− γ)p(sq + 1) ≤ 1,
где w = (v− 1)q/(psq+ p− q), v = (s+1)/(s+1− γ), 1/p+1/q = 1.
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Доказательство. Разобьем сегмент [−1, 1] на 2N частей точ-
ками t1k = −1 + (k/N)v, t2k = 1 − (k/N)v, v = (s + 1)/(s + 1 − γ).
Введем сегменты ∆1k = [t

1
k, t
1
k+1],∆

2
k = [t

2
k+1, t

2
k]; через C

i
k обознача-

ется середина сегмента ∆ik.
Нетрудно видеть, что погрешность вычисления интеграла∫

∆ik

f(t)dt

при аппроксимации функции f(t) отрезком ряда Тейлора Ts−1(f,∆ik, C ik)
оценивается неравенством

r(∆ik) =
∫
∆ik

∣∣∣f(t)− Ts−1(f,∆ik, C ik)∣∣∣ dt ≤ A(hik)s+1/q‖f (s)‖Lp(∆ik),

где hik = |tik+1 − tik|.
Ниже для определенности положим i = 1. Введем обозначение

ψ(tik) =


∫
∆ik

∣∣∣f (s)(t)∣∣∣p dt

1/p

.

Пусть ψ(t1k) = m
1
k(h
1
k)
1/p(N/(k + 1))vγ. Рассмотрим две возмож-

ности: 1) m1k ≤ 1; 2) m1k > 1.
В первом случае

r(∆1k) ≤ Ahs+1k (N/(k + 1))vγ|f (s)‖Lp(∆ik) ≤ AN
−(s+1)‖f (s)‖

Lp(∆
i
k)
.

Во втором случае разделим сегмент ∆ik на n
i
k = [(m

i
k)
q/(sq+1)]

равных частей. Тогда погрешность на каждом участке разбиения
не превосходит величины

A(h1k/n
1
k)
s+1/qm1k(h

1
k)
1/p(N/(k + 1))vγ ≤ AN−s−1.

Покажем, что
N−1∑
k=0
n1k ≤ AN. В самом деле,

N−1∑
k=0

(m1k)
ph1k =

N−1∑
k=0

((k + 1)/N)vγp(ψ(t1k))
p =

=
N−1∑
k=0

(
k + 1

N

)vγp ∫
∆1k

∣∣∣f (s)(t)∣∣∣p dt ≤ 2 0∫
−1
(d(t,Γ)

∣∣∣f (s)(t)∣∣∣)pdt ≤ 2.
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Воспользовавшись неравенством Гельдера с α = q/p(sq + 1) и
α1 =
= q/(q − psq − p) (1/α + 1/α1 = 1), имеем:

2 ≥
N−1∑
k=0

(m1k)
ph1k ≥

N−1∑
k=0

m
q/(sq+1)
k

p(sq+1)/q N−1∑
k=0

(h1k)
q/(q−psq−p)

(q−psq−p)/q =

=

N−1∑
k=0

m
q/(sq+1)
k

p(sq+1)/q


1
N−1∑
k=0

(h1k)
q/(q−psq−p)



(psq+p−q)/q

≥

≥ AN−v
N−1∑
k=0

m
q/(sq+1)
k

p(sq+1)/q


1
N−1∑
k=1

k(v−1)q/(q−psq−p)



(psq+p−q)/q

=

=

N−1∑
k=0

m
q/(sq+1)
k

p(sq+1)/q×

×

N−(psq+p)/q при w < 1,
N−v(lnN)−(psq+p−q)/q при w = 1,
N−v при w > 1.

Из последнего неравенства следует, что

n ≤ A

N при w < 1,
N (s+1)q/((s+1−γ)p(sq+1)) lnN при w = 1,
N (s+1)q/(s+1−γ)p(sq+1) при w > 1.

Таким образом, если 1) w < 1; 2) w = 1 и (s+1)q/(s+1−γ)p(sq+
+1) < 1; 3) w > 1 и (s + 1)q/(s + 1 − γ)p(sq + 1) ≤ 1, то для
достижения погрешности вычисления интеграла If, равной AN−s,
требуется добавить AN узлов к.ф.
Теорема доказана.
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Глава 7

КУБАТУРНЫЕ ФОРМУЛЫ

1. Наилучшие кубатурные формулы

Пусть l-мерный интеграл вычисляется по формуле

1∫
0

. . .
1∫
0

f(x1, . . . , xl)dx1 . . . xl =

=
n1∑
k1=1

. . .
nl∑
kl=1

ρ1∑
i1=1

. . .
ρl∑
il=1

pk1,...,kl,i1,...,ilf
(i1,...,il)(tk1, . . . , tkl)+

+Rn1,...,nl(f). (1.1)

К настоящему времени построены наилучшие кубатурные форму-
лы для некоторых классов функций [48, 57, 64].
Ниже предлагается несколько утверждений о связи между наи-

лучшими квадратурными и кубатурными формулами.
Теорема 1.1. Пусть Ω = [0, 1]l, l = 2, 3, . . . . Пусть выполнены

условия:
1) функции f(x1, . . . , xl) принадлежат классу Ψ1,...,l;
2) на классе Ψi среди всевозможных квадратурных формул ви-

да
1∫
0
f(x)dx =

ni∑
k=1
pikf(t

i
k) + R(f) имеется наилучшая, которая опре-

деляется векторами {p∗ik } и {t∗ik }, k = 1, 2, . . . , ni коэффициентов
и узлов, точная оценка погрешности которой, равна ρ∗ini, причем
p∗ik ≥ 0 для k = 1, 2, . . . , ni, i = 1, 2, . . . , l.
Тогда среди всевозможных кубатурных формул вида (1.1) при

ρ1 = . . . = ρl = 0 наилучшей является формула

1∫
0

. . .
1∫
0

f(x1, . . . , xl)dx1 . . . dxl =

=
n1∑
k1=1

. . .
nl∑
kl=1

p∗1k1 . . . p
∗l
kl
f(t∗1k1 , . . . , t

∗l
kl
) +R(f), (1.2)

точная оценка погрешности которой равна
l∑
i=1
ρ∗ini.

182



Следствие 1.1. Среди всевозможных кубатурных формул вида
(1.1) наилучшей на классе H̃αl,p(1) является формула

1∫
0

. . .
1∫
0

f(x1, . . . , xl)dx1 . . . dxl =

= 2lh1 . . . hl
n1∑
k1=1

. . .
nl∑
k1=l

f((2k1 − 1)h1, . . . , (2kl − 1)hl) +R(f), (1.3)

где hi = 1/2ni, i = 1, 2, . . . , l. Точная оценка погрешности этой
формулы равна

Rn[H̃
α
l,p(1)] = infc ‖B∗α(t)− c‖Lq

l∑
k=1

1

nαk
,

где 1/p+ 1/q = 1.
При p =∞

Rn
[
H̃αl,∞(1)

]
=
Kα

(2π)α
l∑
k=1

1

nαk
.

Следствие 1.2. Среди всевозможных кубатурных формул вида
(1.1) наилучшей на классе D̃αl,p(1) является формула (1.3), точная
оценка погрешности которой равна

Rn[D̃
α
l,p(1)] = infc ‖B∗lα(t)− c‖Lq

l∑
k=1

1

nlαk
,

где 1/p+ 1/q = 1.
При p =∞

Rn
[
D̃αl,∞(1)

]
=
Kα

(2π)α
l∑
k=1

1

nlαk
.

Доказательство теоремы 1.1. Оценим снизу функционал
ζn[Ψ1,...,l]. Пусть Ψi(i = 1, 2, . . . , l)− выпуклое, центрально-
симметричное множество функций переменной xi(i = 1, 2, . . . , l),
инвариантное относительно сдвига на константу. Из леммы С.
А. Смоляка следует существование функций f ∗i (xi) ∈ Ψi(i =
1, 2, . . . , l), обращающихся в нуль в узлах tiki

(ki = 1, 2, . . . , ni, i =

1, 2, . . . , l) и таких, что

γ(i)ni ({tiki}ki=1,2,...,ni) = infpki supf∈Ψi

∣∣∣∣∣∣∣
1∫
0

f(x)dx−
ni∑
ki=1

pkif(t
i
ki
)

∣∣∣∣∣∣∣ =
1∫
0

f ∗i (x)dx.
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Введем функцию

f ∗(x1, . . . , xl) =
l∑
i=1

f ∗i (xi).

Нетрудно видеть, что f ∗(x1, . . . , xl) ∈ Ψ1,2,...,l.
Подставляя функцию f ∗(x1, . . . , xl) в кубатурную формулу (1.1),

имеем:

R(f) =

∣∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

f ∗(x1, . . . , xl)dx1 . . . dxl −
n1∑
k1=1

. . .
nl∑
kl=1

pk1,...,klf
∗(tk1, . . . , tkl)

∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

f ∗(x1, . . . , xl)dx1 . . . dxl

∣∣∣∣∣∣∣ ≥
l∑
i=1

γ(i)ni ({tiki}ki=1,2,...,ni) ≥
l∑
i=1

ρini,

(1.4)
где

ρini = infpk,tk
sup
f∈Ψi

∣∣∣∣∣∣∣
1∫
0

f(x)dx−
ni∑
k=1

pkf(tk)

∣∣∣∣∣∣∣ .
Оценка снизу получена.
Нетрудно видеть, что

|R(f)| =
∣∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

f(x1, . . . , xl)dx1 . . . dxl−

−
n1∑
k1=1

. . .
nl∑
kl=1

p∗1k1 . . . p
∗l
klf(t

∗1
k1
. . . t∗lkl)

∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

f(x1, . . . , xl)dx1 . . . dxl −
n1∑
k1=1

p∗1k1
1∫
0

. . .
1∫
0

f(t∗1k1 , x2, . . . , xl)dx2 . . . dxl

∣∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣∣
n1∑
k1=1

p∗1k1

 1∫
0

. . .
1∫
0

f(t∗1k1 , x2, . . . , xl)dx2 . . . dxl−

−
n2∑
k2=1

p∗2k2
1∫
0

. . .
1∫
0

f(t∗1k1 , t
∗2
k2
, x3, . . . , xl)dx3 . . . dxl


∣∣∣∣∣∣∣+ . . .+

+

∣∣∣∣∣∣∣
n1∑
k1=1

. . .
nl∑

kl−1=1

 1∫
0

f(t∗1k1 , . . . , t
∗(l−1)
kl−1 , xl)dxl −

nl∑
k1=1

p∗lk1f(t
∗1
k1
, . . . , t∗lkl)


∣∣∣∣∣∣∣ .
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Так как функция

φ(xi) =
1∫
0

. . .
1∫
0

f(t∗k1, . . . , t
∗
ki−1, xi, xi+1, . . . , xl)dxi+1 . . . dxl

принадлежит классу Ψi и
ni∑
ki=1
p∗ik = 1 при i = 1, 2, . . . , l, то из пре-

дыдущего неравенства следует оценка

|R(f)| ≤
l∑
i=1

ρini. (1.5)

Из неравенств (1.4) и (1.5) следует справедливость теоремы.
Доказательства следствий 1.1 и 1.2. Справедливость утвер-

ждений, приведенных в следствиях 1.1 и 1.2, следует из теоремы
1.1 и оценок погрешности наилучших к.ф. на классах W̃ rp (1), при-
веденных в разделе 3 главы 1.
Перейдем к построению наилучших кубатурных формул вида

(1.1) на классе функций W r1,...,rl∗ Lp(Ω), Ω = [0, 1]
l. Пусть при ка-

ждом j (j =
= 1, 2, . . . , l) среди всевозможных квадратурных формул вида

1∫
0

f(x)dx =
nj∑
kj=1

∑
lj∈Ij
pjkj ljf

(lj)(tjkj) +R(f) (1.6)

на классе W rjLp(1) имеется наилучшая формула, определяемая уз-
лами t∗jkj и весами p

∗j
kj lj
, kj = 1, 2, . . . , nj, lj ∈ Ij, j = 1, 2, . . . , l. Точ-

ная погрешность этой формулы равна ρjnj .
Теорема 1.2. Среди всевозможных кубатурных формул вида

(1.1) наилучшей на классе W (r1,...,rl)∗ Lp(Ω) является формула, опре-
деляемая узлами {t1k1, . . . , tlkl} = {t∗1k1 , . . . , t∗lkl} и коэффициентами
pk1...kli1...il =
= p∗1k1i1 . . . p

∗l
klil
. Погрешность этой формулы равна

ρ1n1 + ρ
2
n2
+ · · ·+ ρlnl + ρ1n1ρ2n2 + . . . + ρ1n1 . . . ρlnl.

При l = 2 эта теорема доказана в [57], при произвольном конеч-
ном l− другим способом в [19].
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2. Об одном способе вычисления кратных интегралов

В монографии [79] изложен способ вычисления кратных инте-
гралов с помощью разверток типа кривой Пеано. Ниже предлага-
ется другой способ приближенного сведения кратных интегралов
от периодических функций к одномерным интегралам. Этот спо-
соб анонсирован в заметке [19]. Отметим, что различные способы
периодизации функций исследованы в монографии [52].
Лемма 2.1. Пусть периодическая, с периодом 2π по каждой пе-

ременной, функция f(x1, x2) разлагается в абсолютно сходящийся
ряд Фурье; q1, q2− простые числа, q1 6= q2. Тогда справедлива фор-
мула

2π∫
0

2π∫
0

f(x1, x2)dx1dx2 = 2π
2π∫
0

f(q1t, q2t)dt− 4π2
∞∑

n,m=−∞
′c(n,m), (2.1)

где
∑′ означает суммирование по n и m таким, что nq1 +mq2 = 0,

(n,m) 6= (0, 0).
Доказательство. По условию леммы функция f(x1, x2) разла-

гается в равномерно сходящийся ряд Фурье, т. е.

f(x1, x2) = c(0, 0) +
∞∑

k,l=−∞;(k,l) 6=(0,0)
c(k, l)exp(i(kx1 + lx2)). (2.2)

Интегрируя равенство (2.2), имеем:

2π∫
0

2π∫
0

f(x1, x2)dx1dx2 = 4π
2c(0, 0). (2.3)

Возьмем два различных простых числа q1, q2 и сделаем в равен-
стве (2.2) подстановку x1 = q1t, x2 = q2t. В результате получаем
разложение

f(q1t, q2t) = c(0, 0) +
∞∑

k,l=−∞;(k,l) 6=(0,0)
c(k, l)exp(i(kq1 + lq2)t). (2.4)

Интегрируя разложение (2.4), получаем равенство:

2π∫
0

f(q1t, q2t)dt = 2πc(0, 0) + 2π
∞∑

n,m=−∞
′c(n,m), (2.5)

где
∑′ означает суммирование по n и m таким, что nq1 +mq2 =

= 0, (n,m) 6= (0, 0).
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Из сопоставления равенств (2.3) и (2.5) следует справедливость
леммы.
Используем формулу (2.1) для построения кубатурных формул

на различных классах функций. В монографии [52] построены ку-
батурные формулы на классах Hαs и E

α
s при α > 1. Построим

кубатурную формулу на классе Eα2 при α > 1/2.
Теорема 2.1. Пусть f(x1, x2) ∈ Ψ = Eα2 ∩ V ∗L (f), где α > 1/2,

VL(f) ≤ K. Тогда кубатурная формула
2π∫
0

2π∫
0

f(x1, x2)dx1dx2 =
4π2

N

N−1∑
k=0

f(q12kπ/N, q22kπ/N)+RN (f), (2.6)

где q1 и q2 (q1 6= q2, q1, q2 = O(N 1/(1+2α)))− простые числа, имеет
погрешность RN [Ψ] = O(N−2α/(1+2α)).
Доказательство. Нетрудно видеть, что погрешность кубатур-

ных формул (2.6) оценивается неравенством

|RN(f)| =
∣∣∣∣∣∣∣
2π∫
0

2π∫
0

f(x1, x2)dx1dx2 − 4π
2

N

N−1∑
k=0

f(q12kπ/N, q22kπ/N)

∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣∣∣∣
2π∫
0

2π∫
0

f(x1, x2)dx1dx2 − 2π
2π∫
0

f(q1t, q2t)dt

∣∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣∣2π
2π∫
0

f(q1t, q2t)dt− 4π
2

N

N−1∑
k=0

f(q12kπ/N, q22kπ/N)

∣∣∣∣∣∣∣ = r1 + r2.
Оценим слагаемые r1 и r2. Начнем с оценки r1 :

r1 = 4π
2

∣∣∣∣∣∣
∞∑

n,m=−∞
′c(n,m)

∣∣∣∣∣∣ = 4π2
∞∑

k=−∞,k 6=0
|c(kq1, kq2)| ≤

≤ 4π2
∞∑

k=−∞,k 6=0
k−2αq−α1 q

−α
2 = O(q

−α
1 q

−α
2 ) = O(q

−2α), (2.7)

где q = min(q1, q2).
Пусть q1 > q2. Так как функция f(x1, x2) ∈ VL(f), то пол-

ная вариация функции f(q1t, q2t) не превосходит 2Kq1, где K =
sup

0≤t1,t2≤2π
|f(t1, t2)|. Воспользовавшись известным [76] результатом

o наилучшей квадратурной формуле на классе функций ограни-
ченной вариации, имеем:

r2 ≤ 4πKq1/N. (2.8)
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Из оценок (2.7), (2.8) делаем вывод о справедливости теоремы.
Следствие. Если функция f(x1, x2) унимодальная, то справед-

ливо утверждение предыдущей теоремы.
Рассмотрим еще один класс кубатурных формул. Обозначим

через Annf(x1, x2) некоторый аппарат аппроксимации, использу-
ющий O(n2) значений функций f(x1, x2) и точный для полиномов
степени не выше n по каждой переменной. Будем проводить вычи-
сление интегралов по формуле

2π∫
0

2π∫
0

f(x1, x2)dx1dx2 =
2π∫
0

2π∫
0

Ann[f(x1, x2)]dx1dx2+

+
4π2

N

N−1∑
k=0

g(q12kπ/N, q22kπ/N) +RN(f), (2.9)

где q1, q2 (q1 6= q2)− простые числа; g(x1, x2) = f(x1, x2) −
Ann[f(x1, x2)].
Величины q1, q2, а также связь между q1, q2, n и N зависят от

класса функций f(x1, x2) и будут конкретизированы ниже.
Погрешность rnn приближения функции f(x1, x2) способом ап-

проксимации Annf(x1, x2) равна

rnn = max
(x1,x2)∈Ω

|f(x1, x2)− Ann[f(x1, x2)]| , Ω = [0, 2π]2.

Теорема 2.2. Пусть f ∈ Ψ = Hα2 . Погрешность кубатурной
формулы (2.9) оценивается неравенством

RN [Ψ] ≤ A(1/(n2α−1q∗) + (q∗n)αN−αrnn),
где q∗ = min(q1, q2), q∗ = max(q1, q2).
Доказательство. Оценка погрешности кубатурной формулы

(2.9) складывается из двух слагаемых

r1 =

∣∣∣∣∣∣∣
2π∫
0

2π∫
0

g(x1, x2)dx1dx2 − 2π
2π∫
0

g(q1t, q2t)dt

∣∣∣∣∣∣∣
и

r2 = 2π

∣∣∣∣∣∣∣
2π∫
0

g(q1t, q2t)dt− 2π
N

N−1∑
k=0

g

(
q1
2kπ

N
, q2
2kπ

N

)∣∣∣∣∣∣∣ .
Оценим каждое из этих слагаемых в отдельности.
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При оценке выражения r1 воспользуемся доказанной выше лем-
мой 2.1. Нетрудно видеть, что

r1 = 4π
2

∞∑
l,m=−∞

′
c(l,m),

где c(l,m)− соответствующий коэффициент Фурье функции g(x1, x2);
а
∑′ означает суммирование по l и m таким, что lq1 + mq2 =
0 (l,m) 6=
6= (0, 0). Очевидно, равенство lq1 + mq2 = 0 выполняется при
l = kq2,
m = −kq1, где k пробегает всевозможные целочисленные значения.
Кроме того, так как способ аппроксимации Annf точен для поли-
номов степени не выше n по каждой переменной, коэффициенты
c(l,m) = 0 при |k| ≤ [n/q∗], где q∗ = max(q1, q2).
В монографии [52] показано, что если f ∈ Hα2 , α > 1, то

|c(n,m)| =
= 0((n m)−α).
Используя приведенную оценку, получаем:

∞∑
l=−∞

∞∑
m=−∞

′ |c(l,m)| =
∞∑

k=−∞
′ |c(kq2, kq1)| =

= O(q1q2)
−α ∞∑
k=[n/q∗]+1

k−2α = O
(
1

q∗n2α−1

)
,

где q∗ = min(q1, q2).
Таким образом,

r1 = O(1/(q∗n2α−1)). (2.10)

Перейдем к оценке выражения r2. Предварительно отметим,
что, так как |g(q1t, q2t)| = |f(q1t, q2t) − Ann[f(q1t, q2t)]| ≤ rnn,
а Ann[f(q1t, q2t)]− полином степени O(q∗n), функция g(q1t, q2t)
имеет производные до порядка α, причем [62] |g(α)(q1t, q2t)| ≤
O((q∗n)α)rnn.
Теперь нетрудно видеть [39], что

r2 = O((q
∗n)αrnnN−α). (2.11)

Из оценок (2.10) и (2.11) следует теорема.

3. Оптимальные по порядку кубатурные формулы
на классе Qr,γ,p([−1, 1]l,M), l ≥ 2
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Рассмотрим множество кубатурных формул вида
∫
Ω

f(x1, . . . , xl)dx1 . . . dxl =
n∑
k=1

ρ∑
|v|=0
pkvf

(v)(Mk) +RN(f, pkv,Mk),

(3.1)
где Ω = [−1, 1]l, l = 2, 3, . . . ; f (v)(x) = ∂f v(x)/∂xv11 , . . . , ∂xvll ; v =
= (v1, . . . , vl), |v| = v1 + . . . + vl.
В этом разделе строятся оптимальные по порядку кубатурные

формулы вида (3.1) на классе Qr,γ,p(Ω,M),Ω = [−1, 1]l. Для про-
стоты γ полагается целым.
Обозначим через ∆k множество точек x = (x1, . . . , xl) из Ω, рас-

стояние d(x,Γ) от которых до границы Γ области Ω удовлетворяет
неравенствам

(k/N)v ≤ d(x,Γ) = min
1≤i≤l(min(| − 1− xi|, |1− xi|) ≤ ((k + 1)/N)

v,

где v = (s+ l/q)/(s+ l/q − γ), 1/p+ 1/q = 1.
Пусть hk = ((k + 1)/N)v − (k/N)v, k = 0, 1, . . . , N − 1. Каждую

область ∆k покроем кубами ∆ki1,...,il, грани которых параллельны
координатным плоскостям, а длины ребер равны hk. Так как в
ряде случаев невозможно покрытие области ∆k только кубами
∆ki1,...,il, то наряду с кубами ∆

k
i1,...,il

используются параллелепипе-
ды, у которых длины ребер не меньше hk, а грани параллельны
координатным плоскостям.
Пусть ∆ki1,...,il = [b

k
i1
, bki1+1; . . . ; b

k
il
, bki1+1], M

k
i1,...,il

− центр тяжести
куба ∆ki1,...,il.
Интеграл

∫
Ω
f(x)dx будем вычислять по кубатурной формуле

∫
Ω

∫
f(x1, . . . , xl)dx1 . . . dxl =

=
∑
i1,...,il

∫
∆0i1,...,il

∫
Tr−1(f,∆0i1,...,il,M

0
i1,...,il

)dx1 . . . dxl+

+
∑
k≥1

∑
i1,...,il

∫
∆ki1,...,il

∫
Ts−1(f,∆ki1,...,il,M

k
i1,...,il

)dx1 . . . dxl + RN(f). (3.2)

Теорема 3.1. Среди всевозможных кубатурных формул вида
(3.1) оптимальной по порядку на классе Qr,γ,p(Ω,M) является фор-
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мула (3.2). Ее погрешность равна

RN [Qr,γ,p(Ω,M)] ³

n−(r+1/q)/(l−1) при v > l/(l − 1),
n−s/l при v < l/(l − 1),
n−s/l lns/l+1/q n при v = l/(l − 1).

(3.3)

Доказательство. Вначале определим погрешность кубатурной
формулы (3.2). Рассмотрим произвольный куб ∆ki1,...,il при k ≥ 1.
Воспользовавшись формулой Тейлора с остаточным членом в ин-
тегральной форме, имеем при k ≥ 1 :

∑
k,i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∫

∆ki1,...,il

∣∣∣f(x1, . . . , xl)− Ts−1(f,∆ki1,...,il,Mki1,...,il)∣∣∣ dx1 . . . dxl
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤∑
k,i

1

(s− 1)!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∫

∆ki1,...,il

1∑
j1=1

. . .
1∑
js=1

(xj1 − bj1) . . .

. . . (xjs − bjs)
1∫
0

(1− u)s−1∂
sf(Mki1,...,il + u(x−Mki1,...,il))

∂xj1 . . . ∂xjs
dudx1 . . . dxl

∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤∑
k,i

1

(s− 1)!
1

dγ(∆k,Γ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∫

∆ki1,...,il

1∑
j1=1

. . .
1∑
js=1

(xj1 − bj1) . . . (xjl − bjl)×

×(d(∆k,Γ))γ
1∫
0

(1− u)s−1∂
sf(M ki1,...,il + u(x−Mki1,...,il))

∂xj1 . . . ∂xjs
dudx1 . . . dxl

∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤∑
k,i

A

(d(∆k,Γ))γ
h
s+1/q
k

1∑
j1=1

. . .
1∑
jl=1


1∫
0

∫
∆ki1,...,il

∣∣∣(d(M ki1,...,il + (x−Mki1,...,il),Γ))γ ×

×∂
sf(Mki1,...,il + u(x−M ki1,...,il))

∂xj1 . . . ∂xjs

∣∣∣∣∣∣
p

dx1 . . . dxldu


1/p

≤ An1/qN−s−1/q,

где Mki1,...,il− центр тяжести куба ∆ki1,...,il, d(∆k,Γ)− расстояние от
множества∆k до границы Γ области Ω. Для простоты обозначений
вместо Mki1,...,il в ряде случаев пишем M

k.
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Рассмотрим теперь интегралы по кубам ∆0i1,...,il. Нетрудно ви-
деть, что∫
∆0i1,...,il

∣∣∣f(x1, . . . , xl)− Tr−1(f,∆0i1,...,il,M 0i1,...,il)∣∣∣ dx1 . . . dxl ≤ Ahr+10 .
Следовательно,

I0 =
∑
i1...il

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∫

∆0i1,...,il

∣∣∣f(x1, . . . , xl)− Tr−1(f,∆0i1,...,il,M 0i1,...,il)∣∣∣ dx1 . . . dxl
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ An1/q0 N−v(r+1) ≤ An1/qN−s−1/q,
где n0− число кубов в слое ∆0. Поэтому

|RN(f)| ≤ An1/qN−s−1/q.
Связь между n и N определяется формулой

n ³

N v(l−1) при v > l/(l − 1),
N l при v < l/(l − 1),
N l lnN при v = l/(l − 1),

(3.4)

доказанной в разделе 3 главы 2.
Воспользовавшись формулой (3.4), связывающей n и N, прихо-

дим к оценке погрешности кубатурной формулы (3.2), описывае-
мой правой частью выражения (3.3).
Перейдем к оценке снизу функционала ζn(Qr,γ,p(Ω,M)). Куба-

турная формула (3.1) содержит n узлов. Обозначим через N чи-
сло, связанное с n формулой (3.4), где v = (s+ l)/(s+ l− γ). Пусть
N1 = 2N. Точно так же, как строилось покрытие области Ω куба-
ми ∆ki1,...,il, построим покрытие области Ω кубами ∆̄

k
i1,...,il

с длиной
стороны hk =
= ((k+1)/N1)

v− (k/N1)v. Тогда покрытие области Ω содержит, по
крайней мере, 2n кубов ∆

k
i1,...,il

= [aki1, a
k
a1+1
, . . . , akil, a

k
il+1
], причем в

n кубах отсутствуют узлы кубатурной формулы (3.1). Обозначим
эти кубы через ∆

∗k
i1,...,il

.
Пусть φ(x1, . . . , xl)− функция, финитная в Ω и удовлетворяющая

условию ‖φ(s)‖Lp(Ω) = 1. Введем функцию φki1,...,il(x1, . . . , xl), равную
нулю, всюду, кроме ∆

∗k
i1,...,il

, а в кубе ∆
∗k
i1,...,il

равную

n−1/phs−1/pk φ(−1 + 2(x1 − ak1)/hk, . . . ,−1 + 2(xl − akl )/hk).
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Через φ∗(x1, . . . , xl) обозначим функцию, определяемую форму-
лой
φ∗(x1, . . . , xl) = φki1,...,il(x1, . . . , xl)(N/(k + 1))

vγ при (x1, . . . , xl) ∈
∆
∗k
i1,...,il

и равную нулю в кубах, в которых имеются узлы куба-
турной формулы (3.1).
Можно показать, что эта функция входит в класс Qr,γ,p(Ω,M).
Оценим снизу величину интеграла∫

Ω

∫
φ∗(x1, . . . , xl)dx1 . . . dxl ≥

≥
N−1∑
k=0

∑
i1,...,il

(
N

k + 1

)vγ
h
s−1/p+l
k

1

n1/p

∫
Ω

∫
φ(x1, . . . , xl)dx1 . . . xl =

= An1/qN−s−1/q.
Воспользовавшись формулой (3.4), получаем оценку снизу вели-

чины ζn(Qr,γ,p(Ω,M)).
Теорема доказана.
Замечание. При p =∞ теорема 3.1 опубликована в [24].

4. Кубатурные формулы на классе Br,γ(Ω,M)

Будем вычислять интеграл

If =
∫
Ω

f(x)dx (4.1)

по кубатурным формулам

If =
n∑
k=1

pkf(Mk) +Rn(f). (4.2)

Здесь Ω = [−1, 1]l, l ≥ 2, x = (x1, . . . , xl),Mk ∈ Ω.
Теорема 4.1. Пусть Ψ = Br,γ(Ω,M). Для всевозможных куба-

турных формул вида (4.2) справедлива оценка

ζn(Ψ) ≥ Cn−(r+2−γ)/(l−1). (4.3)

Доказательство. Зафиксируем целое число N, величину кото-
рого определим ниже.
Обозначим через ∆0 множество точек x ∈ Ω, расстояние от ко-

торых до границы Γ множества Ω удовлетворяет неравенствам

0 ≤ d(x,Γ) = min
1≤i≤lmin(| −1− xi |, | 1− xi |) ≤ 2

−N .
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Обозначим через ∆k, k = 1, 2, . . . , N, множество точек x ∈ Ω,
расстояние от которых до границы Γ множества Ω удовлетворяет
неравенствам

2k−1

2N
≤ d(x,Γ) = min

1≤i≤lmin(| −1− xi |, | 1− xi |) ≤
2k

2N
.

В каждой области ∆k, k = 0, 1, . . . , N, разместим кубы ∆ki1,...,il
с гранями, параллельными граням куба Ω и ребрами, имеющими
длину hk = 2k/2N , k = 0, 1, . . . , N − 1. То обстоятельство, что в
каждой области ∆k, k = 0, 1, . . . , N, может оказаться 2l паралле-
лепипедов с гранями, параллельными граням куба Ω, не влияет
на общность рассуждений. В каждом кубе ∆ki1,...,il, k = 0, 1, . . . , N,
разместим куб ∆∗ki1,...,il, k = 0, 1, . . . , N, с гранями, параллельными
граням куба Ω, центр симметрии которого совпадает с центром
симметрии куба ∆ki1,...,il, k = 0, 1, . . . , N, а длина ребра h

∗
k которого

равна h∗k = hk/8.
Подберем число N таким образом, чтобы число m кубов ∆ki1,...,il,

составляющих покрытие Ω, было не меньше 2n. Так как кубатур-
ная формула (4.2) имеет n узлов, по крайней мере, в n кубах ∆ki1,...,il
отсутствуют узлы кубатурной формулы (4.2). Обозначим эти ку-
бы ∆

k
i1,...,il

и назовем их отмеченными.
Обозначим через f ∗(x) функцию, равную нулю во всех неотме-

ченных кубах, а в каждом отмеченном кубе ∆
k
i1,...,il

− равную функ-
ции L∗ki1,...,il(x), построение которой было описано в разделе 5 главы
2. Нетрудно видеть, что f ∗(x) ∈ Br,γ(Ω,M), а также

ζn(Br,γ(Ω)) ≥
∫
Ω

f ∗(x)dx.

Оценим интеграл∫
Ω

f ∗(x)dx ≥ Cn inf
k
(
∫

∆
k

i1,...,il

L∗ki1,...,il(x)dx) ≥

≥ Cn inf
k
hr+l+1−γk ≥ Cn2−N(r+l+1−γ).

Учитывая установленную в предыдущем разделе связь между m
и N, имеем:

ζn(Br,γ(Ω,M)) ≥ Cn−(r+2−γ)/(l−1).
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Теорема доказана.
Построим оптимальную по порядку кубатурную формулу.
Обозначим через ∆0 множество точек, удовлетворяющих нера-

венствам 0 ≤ d(x,Γ) ≤ 2−N (r+l+1−γ)/(r+l), через ∆1 обозначим мно-
жество точек, удовлетворяющих неравенствам 2−N (r+l+1−γ)/(r+l) ≤
d(x,Γ) ≤
≤ 2−N .
Пусть N− целое число. Обозначим через ∆k, k = 2, 3, . . . , N,

множество точек x ∈ Ω, удовлетворяющих неравенствам 2k−N ≤
d(x,Γ) ≤
≤ 2k+1−N .
Области ∆k, k = 0, 1, 2, . . . , N − 1, разобьем на кубы ∆ki1,...,il спо-

собом, неоднократно описанным выше.
В каждом кубе ∆ki1,...,il функцию f(x) будем аппроксимировать

интерполяционным полиномом Pmk,...,mk(f,∆
k
i1,...,il

), построение ко-
торого описано в предыдущем разделе. Здесь mk = [(k(l + r + 1−
γ) + 1)4M ] + 1 при k ≥ 1 и m0 = r.
Локальный сплайн, составленный из интерполяционных поли-

номов Pmk,...,mk(f,∆
k
i1,...,il

) обозначим через fN (x).
Введем кубатурную формулу

If =
∫
Ω

fN(x)dx+ RN(f). (4.4)

Теорема 4.2. Среди всевозможных кубатурных формул вида
(4.2) формула (4.4) является оптимальной по порядку.
Доказательство. Оценка снизу функционала ζn(Br,γ(Ω,M))

была получена в теореме 4.1. Покажем, что оценка погрешности
кубатурной формулы (4.4) совпадает (по порядку) с этой оценкой.
Нетрудно видеть, что

| RN(f) |≤
N−1∑
k=0

∑
i1,...,il

∫
∆ki1,...,il

| f(x)− fN (x) | dx ≤

≤ ∑
i1,...,il

∫
∆0i1,...,il

| f(x)− fN(x) | dx+ ∑
i1,...,il

∫
∆1i1,...,il

| f(x)− fN(x) | dx+

+
N−1∑
k=2

∑
i1,...,il

∫
∆ki1,...,il

| f(x)− fN(x) | dx = r1 + r2 + r3.
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Оценим суммы r1 и r2 в отдельности. Очевидно,

r1 ≤ n0
∫

∆0i1,...,il

| f(x)− fN (x) | dx ≤ Cn0Arrrhr+l0 ≤

≤ Cn02−(r+l+1−γ)N ≤ C2−(r+2−γ)N .
Здесь n0− число кубов ∆0i1,...,il, размещенных в области ∆0.
Для r3 оценка проводится сложнее

r3 ≤ C
N−1∑
k=2

nk
∫

∆ki1,...,il

| f(x)− fN(x) | dx ≤

≤ C
N−1∑
k=1

M sksskk nkh
sk+l
k m−skk (d(∆

k
i1,...,il

,Γ))−sk+r+1−γ lnlmk ≤

≤ C2−(r+2−γ)N .
Здесь d(∆ki1,...,il,Γ)− расстояние от куба ∆ki1,...,il до границы Γ

области Ω, nk− число кубов ∆ki1,...,il в области ∆k, sk = [k(l + r +
1− γ)] + 1
(k = 2, . . . , N )− число производных, используемое в оценке точ-
ности аппроксимации функции f(x) локальным сплайном fN(x) в
области ∆ki1,...,il, s1 = [r + 1− γ].
Сумма r2 оценивается по формуле

r2 ≤ Cn1
∫

∆ki1,...,il

| f(x)− fN(x) | dx ≤

≤ Cn1M s1ss11 hs1+l1 m−s11 2
N(r+l+1−γ)(s1−r1−1−γ)/(r+l) lnlm1 ≤

≤ Cn1
As1(lnlm1)12

m1

s1 1

2N(r+l+1−γ)
≤ C2−(r+2−γ)N .

Очевидно,

r2 ≤ C2−N(l+r+1−γ)
N−1∑
k=1

nk ≤ C2−N(l+r+1−γ)2N(l−1) = C2−(r+l+1−γ)N .

Из оценок для r1 и r2 следует, что | RN (f) |≤ C2−(r+2−γ)N .
Общее число функционалов n, используемое при построении ло-

кального сплайна fN (x) было оценено в разделе 5 главы 2. Оно
равно n = O(2N(l−1)). Таким образом,

| RN(f) |≤ Cn−(r+2−γ)/(l−1).
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Из сопоставления этой оценки с неравенством (4.3) следует спра-
ведливость теоремы.

5. Асимптотически оптимальные кубатурные формулы
на классе Q∗r(Ω, 1)

В предыдущем разделе были построены оптимальные по по-
рядку кубатурные формулы вычисления интегралов на классе
Qr,γ,p(Ω, 1). В случае замены класса Qr,γ,p(Ω, 1) на класс Q∗r(Ω, 1)
удается усилить результат и построить асимптотически опти-
мальную кубатурную формулу.
Определение 5.1. Пусть Ω = [−1, 1]2. Через Q∗r(Ω, 1) обозначим

класс функций, определенных на Ω и удовлетворяющих условиям

max
x∈Ω |f

(v1,v2)(x1, x2)| ≤ ψv1(x1)ψv2(x2),
где

ψv(x) =

{
1 при 0 ≤ v ≤ r,
(d(x))v−r при r < v ≤ 2r + 1,

где d(x)− расстояние от точки x до точек ±1.
Интеграл

1∫
−1

1∫
−1
f(x1, x2)dx1dx2

будем вычислять по кубатурной формуле следующего вида:

1∫
−1

1∫
−1
f(x1, x2) =

N∑
k1=−N

N∑
k2=−N

′ ρ1∑
l1=0

ρ2∑
l2=0

pk1k2l1l2f
(l1,l2)(tk1, tk2) +RN (f),

(5.1)
где

∑∑′ означает суммирование по k1 6= 0 и k2 6= 0, узлы tki с
положительными индексами ki расположены в сегменте [0, 1], а с
отрицательными − в сегменте [−1, 0], i = 1, 2.
Приводимые ниже утверждения справедливы для интегралов

любой конечной кратности. Здесь мы ограничиваемся рассмотре-
нием двумерных интегралов только ради краткости записи.
Теорема 5.1. Пусть Ψ = Q∗r(Ω, 1), r = 1, 2, . . . , . Среди всевоз-

можных кубатурных формул вида (5.1) при ρ1 = ρ2 = 2r асимпто-
тически оптимальной является формула

1∫
−1

1∫
−1
f(x1, x2)dx1dx2 =
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=
1

((2r + 1)!)2
N−1∑

k1=−N+1

N−1∑
k2=−N+1

2r∑
l1=0

2r∑
l2=0

pk1l1pk2l2f
(l1,l2)(vk1, vk2)+

+RN(f), (5.2)

определяемая следующим набором узлов и весов: v±k = ±1∓ ((N −
−k)/N)2, k = 0, 1, . . . , N, pkl = φ(2r−l)(vk − 0) − φ(2r−l)(vk + 0),
где кусочно-полиномиальная функция φ(x) определена выражени-
ем (2.2) из раздела 2 предыдущей главы. Погрешность кубатурной
формулы (5.2) равна

RN [Ψ] = (1 + o(1))(4ρ+ ρ
2),

где ρ = 4R2r+1,1(1)/(2r + 1)(2r + 1)!N 2r+1.
Доказательство. Интегрированием по частям доказывается

следующее тождество:
1∫
−1

1∫
−1
f(x1, x2)dx1dx2 =

=
1

((2r + 1)!)2
N−1∑

k1=−N+1

N−1∑
k2=−N+1

2r∑
i1=0

2r∑
i2=0

(−1)i1+i2pk1i1pk2i2f (i1,i2)(vk1, vk2)−

−
2∑
i=1

1

(2r + 1)!

1∫
−1

1∫
−1
φ(x1)

∂2r+1f(x1, x2)

∂r2r+1i

dx1dx2−

− 1

((2r + 1)!)2

1∫
−1

1∫
−1
φ(x1)φ(x2)

∂4r+2f(x1, x2)

∂x2r+11 ∂x2r+12

dx1dx2. (5.3)

Тождество (5.3) указывает на способ построения кубатурной
формулы (5.2) и позволяет оценить ее погрешность.
Нетрудно видеть, что

|RN(f)| ≤
∣∣∣∣∣∣∣
2∑
i=1

1

(2r + 1)!

1∫
−1

1∫
−1
φ(xi)

∂2r+1f(x1, x2)

∂x2r+1i

dx1dx2

∣∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣∣
1

((2r + 1)!)2

1∫
−1

1∫
−1
φ(x1)φ(x2)

∂4r+2f(x1, x2)

∂x2r+11 ∂x2r+12

dx1dx2

∣∣∣∣∣∣∣ = I1 + I2. (5.4)
Оценим выражение I1. При этом можно ограничиться оценкой

интеграла ∣∣∣∣∣∣∣
1

(2r + 1)!

1∫
−1

1∫
−1
φ(x1)

∂2r+1f(x1, x2)

∂x2r+11

dx1dx2

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
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≤ 2

(2r + 1)!

∣∣∣∣∣∣∣
1∫
−1

φ(x1)dx1
(d(x1))

r+1

∣∣∣∣∣∣∣ .
Этот интеграл был исследован в разделе 2 предыдущей главы

при доказательстве теоремы 2.1. Пользуясь полученными резуль-
татами, имеем:

I1 ≤ (1 + o(1))16R2r+1,1(1)/((2r + 1)!(2r + 1))N 2r+1. (5.5)

Перейдем к оценке I2

I2 =

∣∣∣∣∣∣∣
1

(2r + 1)!)2

1∫
−1

1∫
−1
φ(x1)φ(x2)

∂4r+2f(x1, x2)

∂x2r+11 ∂x2r+12

dx1dx2

∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣∣∣∣

1

((2r + 1)!)2

1∫
−1

1∫
−1

φ(x1)

(d(x1))
r+1

φ(x2)

(d(x2))
r+1dx1dx2

∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣
1

(2r + 1)!

1∫
−1

φ(x)dx

|d(x)|r+1
∣∣∣∣∣∣∣
2

≤

≤ (1 + o(1))
 4R2r+1,1(1)

(2r + 1)(2r + 1)!N 2r+1

2 . (5.6)

Собирая вместе оценки (5.4) − (5.6), имеем:
RN [Ψ] ≤ (1 + o(1))(4ρ+ ρ2),

где ρ = 4R2r+1,1(1)/((2r + 1)(2r + 1)!N 2r+1).
Докажем, что эта оценка достижима в сильной асимптотике.

Обозначим через M число M = [lnN ], а через L− число [N/M ].
Введем узлы ζ ik = 1− (kM/N)2, ζ̄ ik = −1+(kM/N)2, k = 0, 1, . . . , L,
i = 1, 2, ζ iL+1 = ζ̄

i
L+1 = 0, i = 1, 2. Через w

i
k обозначим объ-

единение узлов tki кубатурной формулы (5.2) с точками ζ
i
k, ζ̄

i
k,

k = 0, 1, . . . , L + 1, i = 1, 2. Построим функцию φ∗i (x), принад-
лежащую классу W 2r+1(1), обращающуюся в нуль вместе со сво-
ими производными до 2r-го порядка включительно в точках wik и
равную нулю на сегментах [ζ̄ iL, ζ

i
L]. Кроме того, потребуем, чтобы

ζ̄ik+1∫
ζ̄ik

ϕ∗i (x)dx ≥ 0,
ζik∫
ζk+1
φ∗i (x)dx ≥ 0, k =

= 0, 1, · · · , L−1, i = 1, 2. Введем функцию ψi(x) = φ∗i (x)/(1+ζ̄k+1)r+1
при x ∈ [ζ̄k, ζ̄k+1], k = 0, 1, . . . , L − 1, ψi(x) = φ∗i (x)/(1 − ζk)r+1 при
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x ∈ [ζk, ζk−1], k = 1, 2, . . . , L. В разделе 2 предыдущей главы бы-
ло доказано, что ψ(x) ∈ Qr[−1, 1]. Нетрудно видеть, что функция
ψ(x1, x2) = ψ1(x1) + ψ2(x2) принадлежит классу Q∗r(Ω, 1).
Подставив функцию ψ(x1, x2) в кубатурную формулу (5.1), име-

ем:

RN [Ψ] =
1∫
−1

1∫
−1
ψ(x1, x2)dx1dx2 = 2

1∫
−1
ψ1(x1)dx1 + 2

1∫
−1
ψ2(x2)dx2.

Интегралы
1∫
−1
ψi(x)dx были оценены снизу в разделе 2 предыду-

щей главы, где было показано, что
1∫
−1
ψi(x)dx ≥ 2(1 + o(1))/4rN 2r+1(2r + 1)!.

Следовательно, RN [Ψ] ≥ (1 + o(1))/22r−3N 2r+1(2r + 1)!. Сопо-
ставляя приведенную оценку снизу и величину погрешности куба-
турной формулы (5.2), учитывая, что R2r+1,1(1) = (2r + 1)/22r+1,
убеждаемся в справедливости теоремы.

6. Асимптотически оптимальные весовые кубатурные
формулы на классах Гельдера

В случаях, когда можно в явном виде выделить множетели, «от-
вечающие» за поведение функции на границе области, удается по-
строить асимптотически оптимальные кубатурные формулы на
весовых классах Гельдера.
Определение 6.1. Функция f(x1, x2) ∈ Hωj,ρ(Ω), j = 1, 2, 3,

если f(x1, x2) представима в виде f(x1, x2) = ρ(x1, x2)φ(x1, x2), где
φ(x1, x2) ∈
∈ Hωj (Ω), j = 1, 2, 3, а ρ(x1, x2)− весовая функция.
В качестве весовой ниже взята функция ρ(x1, x2) = (d(x,Γ))−γ, 0 ≤

≤ γ < 1, где d(x,Γ)− расстояние от точки x = (x1, x2) до границы
Γ области Ω, вычисляемое по формуле

d(x,Γ) = min
1≤i≤2min(| − 1− xi|, |1− xi|),

а w(t) = tα. Пусть двойной интеграл вычисляется по формуле

1∫
−1

1∫
−1
ρ(x1, x2)φ(x1, x2)dx1dx2 =

n∑
k=1

pkf(Mk) +Rn(f, pk,Mk), (6.1)
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где Mk ∈ [−1, 1]2− узлы, а pk− веса.
Теорема 6.1. Пусть ρ(x1, x2) = (d(x,Γ))−γ, 0 ≤ γ < 1.

Справедлива оценка

ζN [H
α
i,ρ] ≥ (1 + o(1))Din−α/2

∫
Ω

∫
(ρ(x1, x2))

2/(2+α)dx1dx2


(2+α)/2

,

где D1 = 21−α/(2 + α), D2 = 21−α/2/(2 + α),

D3 =
12
2+α

(
1
2
√
3

)(2+α)/2 π/6∫
0
cos−2−α tdt.

Замечание. ∫
Ω

∫
(ρ(x1, x2))

2/(2+α) dx1dx2


(2+α)/2

=

= (2 + α)2+α22+α ((2 + α− 2γ)(2 + α− γ))−(2+α)/2 .
Доказательство. В работе [9] показано, что при неотрицатель-

ной ограниченной весовой функции ρ0(x1, x2) справедлива оценка

ζN [H
α
j,ρ0
] = (1 + o(1))Djn

−α/2
∫
Ω

∫
[ρ0(x1, x2)]

2/(2+α)dx1dx2


(2+α)/2

,

где j = 1, 2, 3. Из этого утверждения и леммы С. А. Смоляка следу-
ет, что для каждого i = 1, 2, 3 существует функция φ∗i (x1, x2) ∈ Hαi
обращающаяся в нуль в узлах кубатурной формулы (6.1) и такая,
что ∫

Ω

∫
ρ0(x1, x2)φ

∗
j(x1, x2)dx1dx2 ≥

≥ (1 + o(1))Djn−α/2
∫
Ω

∫
ρ0(x1, x2)

2/(2+α)dx1dx2


(2+α)/2

.

Введем весовую функцию ρδ(x1, x2), определяемую формулой:

ρδ(x1, x2) =

{
ρ(x1, x2) при (x1, x2) ∈ Ωδ,
δ−γ при (x1, x2) ∈ Ω \ Ωδ,

где Ωδ = [−1 + δ, 1− δ;−1 + δ, 1− δ].
Нетрудно видеть, что для любого как угодно малого ε (ε > 0)

найдется такое δ, что∣∣∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

∫
ρ(x1, x2)

2/(2+α)dx1dx2


(2+α)/2

−
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−
∫
Ω

∫
ρδ(x1, x2)

2/(2+α)dx1dx2


(2+α)/2

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ ε.
Тогда существуют функции φ∗i (x1, x2) (i = 1, 2, 3), такие, что∫

Ω

∫
ρ(x1, x2)φ

∗
i (x1, x2)dx1dx2 ≥

≥
∫
Ω

∫
ρδ(x1, x2)φ

∗
i (x1, x2)dx1dx2 − 16δ1−γ/(1− γ) ≥

≥ (1+o(1)) Di
nα/2

∫
Ω

∫
ρδ(x1, x2)

2/(2+α)dx1dx2


(2+α)/2

−16δ1−γ/(1−γ) ≥

≥ (1+o(1)) Di
nα/2

∫
Ω

∫
ρ(x1, x2)

2/(2+α)dx1dx2 − ε

(2+α)/2

−16δ1−γ/(1−γ) =

= (1 + o(1))Din
−α/2

∫
Ω

∫
ρ(x1, x2)

2/(2+α)dx1dx2


(2+α)/2

.

Здесь предполагаются ε и δ настолько малыми, что справедливы
проведенные выкладки.
Теорема доказана.
Построим асимптотически оптимальные кубатурные формулы.

Пусть φ ∈ Hα1,ρ, N− целое число. Обозначим через ∆k множество
точек x = (x1, x2) из Ω, расстояние от которых до границы Γ обла-
сти Ω удовлетворяет неравенствам

(k/N)v ≤ d(x,Γ) ≤ ((k + 1)/N)v,
где v = (2 + α)/(2 + α− γ).
В каждой области ∆k разместим прямоугольники ∆kij со сто-

ронами, параллельными координатным осям. У каждого из этих
прямоугольников длина одной стороны равна hk = ((k + 1)/N)v −
(k/N)v, а второй меньше или равна hk, причем в каждой области
∆k может быть не более четырех прямоугольников, у которых одна
сторона меньше hk.
Интеграл будем вычислять по кубатурной формуле∫

Ω

∫
ρ(x1, x2)f(x1, x2)dx1dx2 =
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=
N−1∑
k=0

∑
i,j

f(Mki,j)
∫
∆ij

∫
ρ(x1, x2)dx1dx2 + Rn(f), (6.2)

где ∆kij = [a
k
i , a
k
i+1; b

k
j , b
k
j+1],M

k
ij = ((a

k
i+1+a

k
i )/2; (b

k
j+1+b

k
j )/2), а сум-

мирование проводится по кубам ∆iij, общее число которых равно
n.
Оценим погрешность кубатурной формулы (6.2). Нетрудно ви-

деть, что

RN [H
α
1,ρ] = sup

f∈Hα1

∣∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

∫
ρ(x1, x2)f(x1, x2)dx1dx2−

−
N−1∑
k=0

∑
ij

f(Mkij)
∫
∆kij

∫
ρ(x1, x2)dx1dx2

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
ij

sup

 ∫
∆0ij

∫
ρ(x1, x2)f(x1, x2)dx1dx2 − f(M 0ij)

∫
∆0ij

∫
ρ(x1, x2)dx1dx2


∣∣∣∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣∣∣∣
N−1∑
k=1

∑
ij

sup

 ∫
∆kij

∫
ρ(x1, x2)f(x1, x2)dx1dx2−

−f(Mkij)
∫
∆kij

∫
ρ(x1, x2)f(x1, x2)dx1dx2


∣∣∣∣∣∣∣∣ = I1 + I2.

Оценим в отдельности суммы I1 и I2 :

I1 ≤∑
ij

sup

 max
(x1,x2)∈∆0ij

∣∣∣f(x1, x2)− f(M 0ij)∣∣∣ ∫
∆0ij

∫
ρ(x1, x2)dx1dx2

 ≤

≤∑
ij

(
h0

2

)α ∫
∆0ij

∫
ρ(x1, x2)dx1dx2 ≤

(
h0

2

)α ∫
Ω

∫
ρ(x1, x2)dx1dx2 ≤

≤ 1
2α

(
1

N

)(2+α)α/(2+α−γ) ∫
Ω

∫
ρ(x1, x2)dx1dx2 = o(n

−α/2),

I2 ≤
N−1∑
k=1

∑
ij

(
N

k

)vγ
sup
f∈Hα1

∫
∆kij

∫ ∣∣∣f(x1, x2)− f(Mkij)∣∣∣ dx1dx2 ≤
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≤
N−1∑
k=1

∑
ij

(
N

k

)vγ
8

hk/2∫
0

x1∫
0

xα1dx1dx2 ≤

≤
N−1∑
k=1

∑
ij

(
N

k

)vγ 8

2 + α

(
hk

2

)2+α
=

L∑
k=1

∑
ij

(
N

k

)vγ 8

2 + α

(
hk

2

)2+α
+

+
N−1∑
k=L+1

∑
ij

(
N

k

)vγ 8

2 + α

(
hk

2

)2+α
= I21 + I22,

где L = [lnN ].
Прежде чем оценивать сумму I21 заметим, что число nk квадра-

тов ∆kij, расположенных в области ∆
k, при k ≥ 1 равно:

nk = 4
2− ((k + 1)/N)v − (k/N)v
((k + 1)/N)v − (k/N)v = 4

2N v − (k + 1)v − kv
(k + 1)v − kv ≤

≤ 8
v

N v − kv
(k + θ)v−1

≤ 8
v

N v

kv−1
− 8
v

kv

(k + 1)v−1
. (6.3)

При этом общее число квадратов ∆kij, размещенных в области
Ω :

n = (1 + o(1))4N 2/(2− v). (6.4)

Поэтому

I21 =
L∑
k=1

∑
ij

(
N

k

)vγ 8

2 + α

1

22+α

((
k + 1

N

)v
−
(
k

N

)v)2+α
≤

≤ (1 + o(1)) v
2+α

N 2+α
21−α

2 + α

L∑
k=1

8

v

1

kv−1

(
k + θ

k

)(v−1)(2+α)
≤

≤ (1+o(1))v
1+α24−α2(v−1)(2+α)

N 2+α

L∑
k=1

1

kv−1
≤ AL

2−v

N 2+α
= o(N−α) = o(n−α/2).

Нетрудно видеть, что

I22 =
N−1∑
k=L+1

∑
ij

(
N

k

)vγ 21−α
2 + α

((
k + 1

N

)v
−
(
k

N

)v)2+α
≤

≤ 2
1−α

2 + α

v2+α

N 2+α

N−1∑
k=L+1

∑
ij

(
k + θ

k

)(v−1)(2+α)
≤
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≤ 2
1−α

2 + α

(
2 + α

2 + α− γ
)2+α n

N 2+α

(
1 +
1

L

)(v−1)(2+α)
=

=
(1 + o(1))8

2 + α

(
2 + α

2 + α− γ
)2+α 1

(2− v)1+α/2
1

nα/2
.

Из оценок I1, I21, I22 следует неравенство

RN [H
α
1,ρ] ≤

(1 + o(1))8

2 + α

(
2 + α

2 + α− γ
)2+α 1

(2− v)1+α/2
1

nα/2
. (6.5)

Из сопоставления утверждений теоремы 6.1 и оценки (6.5) вы-
текает утверждение.
Теорема 6.2. Среди всевозможных кубатурных формул вида

(6.1) асимптотически оптимальной на классе функций Hα1,ρ (0 <
α ≤ 1) является формула (6.2). Ее погрешность равна

RN [H
α
1,ρ] ≤ (1 + o(1))

8

2 + α

(
2 + α

2 + α− γ
)2+α 1

(2− v)1+α/2nα/2 ,
где v = (2 + α)/(2 + α− γ).
Пусть φ ∈ Hα2,ρ. Введем обозначения L = [lnN ],M = [N/L].

Обозначим через ∆k множество точек x = (x1, x2) ∈ Ω, расстояние
от которых до границы Γ области Ω удовлетворяет неравенствам
(k/M)v ≤
≤ d(x,Γ) ≤ ((k + 1)/M)v, k = 0, 1, . . . ,M − 1. Каждому значению k
(0 ≤ k ≤M − 1) поставим в соответствие множество узлов

(ζki , η
k
j ) =

(
−1 +

(
k

M

)v
+
ihk

L
,−1 +

(
k

M

)v
+
jhk

L

)
;

(ζ1,ki , η
1,k
j ) =

(
−1 +

(
k

M

)v
+ hk

2i+ 1

2L
,−1 +

(
k

M

)v
+ hk

2j + 1

2L

)
,

где hk = ((k + 1)/M)v − (k/M)v, k = 0, 1, . . . ,M − 1; i, j =
0, 1, . . . , L− 1.
Обозначим через {ζ∗ki , η∗kj }, {ζ∗1ki , η∗1kj } те узлы из множеств уз-

лов {ζki , ηkj }, {ζ1ki , η1kj }, которые лежат в областях ∆k.
Обозначим через q∗kij и q∗1kij области, определяемые неравенства-

ми |x1− ζ∗ki |+ |x2− η∗kj | ≤ hk/2L, |x1− ζ∗1ki |+ |x2− η∗1kj | ≤ hk/2L,
через s∗kij и s∗1kij − области s∗kij = q∗kij ∩∆k, s∗1kij = q∗1kij ∩∆k.
Рассмотрим кубатурную формулу∫

Ω

∫
ρ(x1, x2)f(x1, x2)dx1dx2 =
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=
M−1∑
k=0

∑
i,j

f(ζ∗ki , η∗kj ) ∫
s∗kij

∫
ρ(x1, x2)dx1dx2+

+f(ζ∗1ki , η
∗1k
j )

∫
s∗1kij

∫
ρ(x1, x2)dx1dx2

+ Rn(f), (6.6)

где суммирование проводится по областям s∗kij , s∗1kij , общее число
которых не превосходит n.
Оценим погрешность кубатурной формулы (6.6). Нетрудно ви-

деть, что

Rn[H
α
2,ρ] = sup

f∈Hα2

∣∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

∫
ρ(x1, x2)f(x1, x2)dx1dx2−

−
M−1∑
k=0

∑
i,j

f(ζ∗ki , η∗kj ) ∫
s∗kij

∫
ρ(x1, x2)dx1dx2 +

+ f(ζ∗1ki , η
∗1k
j )

∫
s∗1kij

∫
ρ(x1, x2)dx1dx2


∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ 2 sup
f∈Hα2

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑
i,j

∫
s∗0ij

∫
ρ(x1, x2)f(x1, x2)dx1dx2−

−f(ζ∗0i , η∗0j )
∫
s∗0ij

∫
ρ(x1, x2)dx1dx2


∣∣∣∣∣∣∣∣+

+2 sup
f∈Hα2

∣∣∣∣∣∣∣∣
M−1∑
k=1

∑
i,j

 ∫
s∗ki,j

∫
ρ(x1, x2)f(x1, x2)dx1dx2−

−f(ζ∗ki , η∗kj )
∫
s∗kij

ρ(x1, x2)dx1dx2


∣∣∣∣∣∣∣∣ = I3 + I4.

Оценим каждое из выражений I3 и I4 в отдельности

I3 ≤ 2 sup
f∈Hα2

∑
i,j

 max
(x1,x2)∈s∗0ij

|f(x1, x2)− f(ζ∗0i , η∗0j )|
∫
s∗0ij

∫
ρ(x1, x2)dx1dx2

 ≤
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≤ 22−α
(
h0

L

)α∑
i,j

∫
s∗0ij

∫
ρ(x1, x2)dx1dx2 ≤

≤
(
1

M

)vα 1
Lα
=

1

NαM (v−1)α
=

1

NαMαγ/(r+α−γ)
= o(N−α) = o(n−α/2);

I4 ≤ 2
M−1∑
k=1

∑
i,j

sup
f∈Hα2

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫
s∗kij

∫
ρ(x1, x2)(f(x1, x2)− f(ζ∗ki ; η∗kj ))dx1dx2

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤ 2
M−1∑
k=1

(
M

k

)vγ∑
ij

∫
s∗kij

∫ ∣∣∣f(x1, x2)− f(ζ∗ki , η∗kj )∣∣∣ dx1dx2 ≤

≤ 8

2 + α

M−1∑
k=1

(
M

k

)vγ ( hk
2L

)2+α
mk =

8

2 + α

L−1∑
k=1

(
M

k

)vγ ( hk
2L

)2+α
mk+

+
8

2 + α

M−1∑
k=l

(
M

k

)vγ ( hk
2L

)2+α
mk = I5 + I6,

где mk− число кубов skij, расположенных в области ∆k.
Повторяя вывод формулы (6.3), имеем:

mk = (1 + o(1))
8

v
L2
(
M v

kv−1
− k

)
. (6.7)

При этом общее число кубов skij, s
1k
ij , покрывающих область Ω,

равно n = (1 + o(1))
8

2− vN
2.

Подставляя (6.7) в выражение I5, приходим к оценке:

I5 = O(M
v−2−αL2−v−α) = o(N−α) = o(n−α/2).

Приступим к оценке I6

I6 =
8

2 + α

M−1∑
k=L

(
M

k

)vγ ( hk
2L

)2+α
mk ≤

≤ 8

2 + α

v2+α

(2N)2+α
M−1∑
k=L

(
k + θ

k

)vγ
mk ≤ 1 + o(1)

2 + α
21−α

(
v

N

)2+α n
2
=

=
(1 + o(1))23+α/2(2 + α)1+α

((2 + α− γ)(2 + α− 2γ))(2+α)/2nα/2 .
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Собирая оценки I3 − I6, имеем:

RN [H
α
2,ρ] ≤

(1 + o(1))23+α/2(2 + α)1+α

((2 + α− γ)(2 + α− 2γ))(2+α)/2nα/2 .

Из этого неравенства и теоремы 6.1 следует справедливость
утверждения.
Теорема 6.3. Среди всевозможных кубатурных формул вида

(6.1) асимптотически оптимальной на классе функций Hα2,ρ (0 <
α ≤ 1) является формула (6.6) с погрешностью

Rn[H
α
2,ρ] =

(1 + o(1))22+α/2(2 + α)1+α

((2 + α− γ)(2 + α− 2γ))(2+α)/2nα/2 .

7. Адаптивные алгоритмы вычисления интегралов
на классе Qr,γ,p([−1, 1]l,M), l ≥ 2

В разделе 5 построены оптимальные по порядку пассивные
алгоритмы вычисления интегралов на классах Qr,γ,p(Ω,M),Ω =
[−1, 1]l, l ≥
≥ 2. Представляют интерес построение адаптивных алгоритмов
на этих классах и сравнение точности пассивных и адаптивных
алгоритмов.
Задача построения адаптивных алгоритмов вычисления инте-

гралов вида Iφ =
∫
Ω
φ(x)dx, x = (x1, . . . , xl) на классе Qr,γ,p(Ω,M)

заключается в следующем. Область последовательно разбивается
на более мелкие области ∆ki1,...,il. В каждой области разбиения ин-
теграл вычисляется по одной и той же кубатурной формуле. Необ-
ходимо построить алгоритм последовательного разбиения области
Ω на более мелкие области так, чтобы в результате его использо-
вания в каждой из областей разбиения погрешность вычисления
интеграла была бы величиной одного порядка.
Теорема 7.1. Пусть f(x) ∈ Qr,γ,p(Ω,M),Ω = [−1, 1]l, l ≥ 2, p >

> max(l/s, 2l/(s+ l)). Существует адаптивный алгоритм вычисле-
ния интегралов вида Iφ, использующий значения подынтеграль-
ной функции и ее производных до (s − 1)-го порядка в n узлах и
имеющий погрешность
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Rn(f) ≤

≤ A



n−s/l при w < 1, v < l/(l − 1),
n−s/l при w = 1, v < l/(l − 1),
u < 1,
n−s/l(lnn)s(1/l−1/(p(s+l)−l) при w = 1, v < l/(l − 1),
u = l,
n−(s−γ+1−l/(p(s+l)−l))/(l−1+l/(p(s+l)−l))×
×(lnn)(s+l−γ)(p(s+l)−2l)/((l−1)(p(s+l)−l)+l) при w = 1, v < l/(l − 1),
u > 1,
n−(s+l−γ+l/(p(s+l)−l))/(l−1+l/(p(s+l)−l)) при w > 1, v ≥ l/(l − 1),
n−(s+l−γ+l/(p(s+l)−l))/(l−1+l/(p(s+l)−l)) при w > 1, v < l/(l − 1),
u ≥ 1,
n−s/l при w > 1, v < l/(l − 1),
u < 1,

где w = (v−1)(l−1+ l2/(p(s+ l)−2l)), u = v(l−1+ l/(p(s+ l)−1)),
v = (s+ l)/(s+ l − γ).
Доказательство. Обозначим через ∆k (k = 0, 1, . . . , N−1) мно-

жество точек x = (x1, . . . , xl) из Ω, расстояние от которых до гра-
ницы Γ области Ω удовлетворяет неравенствам(

k

N

)v
≤ d(x,Γ) ≤

(
k + 1

N

)v
,

где v = (s+ l)/(s+ l − γ).
В каждом из множеств ∆k разместим кубы ∆ki1,...,il со сторонами,

длины которых равны hk = ((k + 1)/N)v − (k/N)v. То обстоятель-
ство, что в каждом из множеств ∆k может оказаться 2l параллеле-
пипедов, у которых длины нескольких сторон равны hk, а длины
остальных меньше hk, не влияет на дальнейшие рассуждения.
Обозначим через Ps(φ, [−1, 1]) интерполяционный полином сте-

пени s − 1, построенный по s узлам полинома Чебышева перво-
го рода, через Ps(φ, [a, b]) обозначим интерполяционный полином,
полученный из Ps(φ, [−1, 1]) при отображении сегмента [−1, 1] на
[a, b].
Через Ps(φ,∆ki1,...,il) обозначим интерполяционный полином

Ps(φ,∆
k
i1,...,il

) = P x1s . . . P
xl
s (φ,∆

k
i1,...,il

). Здесь верхний индекс xj озна-
чает переменную, по которой проводится интерполяция.
Нетрудно видеть, что для введенного выше интерполяционного
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полинома Ps(φ,∆ki1,...,il) справедливо неравенство

‖φ− Ps(φ,∆ki1,...,il)‖ = ‖φ− P∆ki1,...,il(φ,∆
k
i1,...,il

)+

+Ps
(
φ− P∆ki1,...,il(φ,∆

k
i1,...,il

)
)
‖C ≤

≤ A(1 + ln s)l(mes∆ki1,...,il)s/l−1/p‖φ‖Lsp(∆ki1,...,il) ≤
≤ A(mes∆ki1,...,il)s/l−1/p‖φ‖Lsp(∆ki1,...,il).

Здесь через P∆ki1,...,il
обозначен оператор, введенный в разделе 3

главы 1.
Аппроксимируем функцию φ(x) в кубах ∆0i1,...,il полиномом

Pm(φ,∆
k
i1,...,il

), где m = r при γ целом и m = r + 1 при γ нецелом.
Нетрудно видеть, что∫

∆0i1,...,il

∣∣∣φ(x)− Pm(φ,∆0i1,...,ll)∣∣∣ dx ≤ hr+l+1−µ0 = AN−s−l.

Перейдем к вычислению интегралов∫
∆ki1,...,il

φ(x)dx

при k ≥ 1. Воспользовавшись утверждением леммы 3.4 из главы
1, имеем:∫

∆ki1,...,il

∣∣∣φ(x)− Ps(φ,∆ki1,...,il)∣∣∣ dx ≤ Ahl(s/l+1/p′)k ‖φ‖Lsp(∆ki1,...,il) ≤

≤ Ah(sp′+l)/p′k ‖φ‖Lsp(∆ki1,...,il) ≤ Ah
(sp′+l)/p′
k φ(∆ki1,...,il),

где 1/p+ 1/p′ = 1, φ(∆ki1,...,il) = ‖φ‖Lsp(∆ki1,...,il).
Пусть φ(∆ki1,...,il) = m

k
i1,...,il

h
l/p
k (N/(k + 1))

vγ.

Рассмотрим две возможности: 1) mki1,...,il ≤ 1; 2) mki1,...,il > 1.
В первом случае∫
∆ki1,...,il

∫ ∣∣∣φ(x)− Ps(φ,∆ki1,...,il)∣∣∣ dx ≤ Ahs+lk (N/(k + 1))vγ ≤ AN−s−l.
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Перейдем ко второму случаю. Разделим каждую из сторон ку-

ба ∆ki1,...,il на n
k
i1,...,il

=
[(
mki1,...,il

)p′/(sp′+l)]
равных частей. В полу-

ченных в результате разбиения кубах, которые обозначим через
∆ki1,...,il;j1,...,jl, будем вычислять интеграл по формуле∫

∆ki1,...,il;j1,...,jl

∫
φ(x)dx =

∫
∆ki1,...,il;j1,...,jl

∫
Ps(φ,∆

k
i1,...,il;j1,...,jl

)dx+

+R(φ,∆ki1,...,il;j1,...,jl),

погрешность которой оценивается неравенством

∣∣∣R(φ,∆ki1,...,il;j1,...,jl)∣∣∣ ≤ A
 hk

nki1,...,il

(sp′+l)/p′mki1,...,ilhl/pk
(
N

k + 1

)vγ
≤ AN−s−l.

Оценим величину
∑
k

∑
i1,...,il

nki1,...,il, полагая, что в кубах, в которых

mki1,...,il ≤ 1, величина nki1,...,il равна единице.
Нетрудно видеть, что

N−1∑
k=0

∑
i1,...,il

(mki1,...,il)
phlk =

N−1∑
k=0

∑
i1,...,il

(φ(∆ki1,...,il))
p((k + 1)/N)pvγ =

=
N−1∑
k=0

∑
i1,...,il

(
k + 1

N

)pvγ ∑
|α|=s

∫
∆ki1,...,il

∫
|Dαφ(x)|p dx ≤

≤ 2
N−1∑
k=0

∑
i1,...,il

∑
|α|=s

∫
∆ki1,...,il

∫
|dγ(x,Γ)Dα(φ(x))|p dx ≤ 2.

Воспользовавшись неравенством Гельдера с q = lp′/(p(sp′+l)) =
= l/(p(s+ l)− l) и q′ = lp′/(lp′ − psp′ − pl) = l/(2l− p(s+ l)), имеем:

2 ≥
N−1∑
k=0

∑
i1,...,il

(mki1,...,il)
phlk ≥

≥
N−1∑
k=0

hlk

 ∑
i1,...,il

(mki1,...,il)
lp′/(sp′+l)

p(sp′+l)/p′l  ∑
i1,...,il

1

(2l−p(l+s))/l =

=
N−1∑
k=0

hlk

 ∑
i1,...,il

(mki1,...,il)
lp′/(sp′+l)

p(sp′+l)/(p′l) n(2l−p(l+s)/lk ≥
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≥
N−1∑
k=0

∑
i1,...,il

(mki1,...,il)
p′l/(sp′+l)

p(sp′+l)/p′l×

×
N−1∑
k=0

(hlkn
(2l−p(l+s))l
k )l/(2l−p(s+l))

(2l−p(s+l))/l ,
где nk− число кубов ∆ki1,...,il, размещенных в ∆k.
Оценим сумму

N−1∑
k=0

(hlkn
(2l−p(l+s))/l
k )l/(2l−p(l+s))

(2l−p(s+l))/l =

=

N−1∑
k=0

h
l2/(2l−p(l+s))
k nk

(2l−p(s+l))/l =

=

N−1∑
k=0

nkh
−l2/(p(l+s)−2l)
k

(2l−p(s+l))/l =

= A

N−1∑
k=0

(
N v − kv
kv−1

)l−1 ( N v
kv−1

)l2/(p(s+l)−2l)
(2l−p(s+l))/l

≥

≥ A
[N/2]∑
k=0

(
N v − kv
kv−1

)l−1 ( N v
kv−1

)l2/(p(s+l)−2l)
(2l−p(s+l))/l

≥

≥ A
[N/2]∑
k=0

N v(l
2/(p(s+l)−2)+l−1)

k(v−1)(l
2/(p(s+l)−2l)+l−1)


(2l−p(s+l))/l

=

= A


N−v(p(s+l)(l−1)/l+2−l) при w > 1,
N−v(p(s+l)(l−1)/l+2−l)(lnn)−(p(s+l)−2l)/l при w = 1,
N−p(s+l)+l при w < 1,

где w = (v − 1)(l2/(p(s+ l)− 2l) + l − 1).
Отсюда следует, что число кубов n∗, которое необходимо до-

бавить к первоначальному разбиению области Ω для построения
алгоритма, оценивается неравенством

n∗ =
N−1∑
k=0

∑
i1,...,il

nki1,...,il ≤
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≤ A

N v(l−1+l/(p(s+l)−l)) при w > 1,
N v(l−1+l/(p(s+l)−l))(lnn)1−l/(p(s+l)−l) при w = 1,
N l при w < 1.

Число же кубов ∆ki1,...,il первоначального разбиения оценивается
соотношением

n0 ³

N v(l−1) при v > l/(l − 1),
N l при v < l/(l − 1),
N l lnN при v = l/(l − 1),

установленном в разделе 2 главы 2.
Оценим погрешность вычисления интеграла при различных

значениях w и v.
Пусть w ≤ 1. Тогда v < l/(l − 1). Рассмотрим отдельно два

случая: 1)w < 1, v < l/(l − 1); 2)w = 1, v < l/(l − 1).
В первом случае общее число функционалов, необходимое для

реализации адаптивного алгоритма вычисления интеграла с точ-
ностью AN−s−l в каждом кубе разбиения, равно n = n∗+n0 = AN l.
Следовательно, погрешность адаптивного алгоритма в рассматри-
ваемом случае равна R(f) = An∗N−s−l = AN−s = An−s/l.
Во втором случае общее число функционалов, необходимых для

реализации адаптивного алгоритма вычисления интеграла с точ-
ностью AN−s−l в каждом кубе разбиения:

n = n∗ + n0 = A
(
N v(l−1+l/(p(s+l)−l))(lnn)1−l/(p(s+l)−l) +N l

)
.

Введем обозначение u = v(l − 1 + l/(p(s + l) − l)). Если u <
l, то погрешность адаптивного алгоритма оценивается величиной
An−s/l.
Если u = l, то она не больше, чем

A(lnn)s(1/l−1/(p(s+1)−l)n−s/l.
Если u > l, то погрешность адаптивного алгоритма оценивается

величиной
An−

s−γ+1−l/(p(s+1)−l)
l−1+l/(p(s+1)−l) (lnn)

(s+l−γ)(p(s+l)−2l)
(l−1)(p(s+l)−l)+l .

Пусть w > 1. Здесь нужно рассмотреть два случая: 1)v ≥ l/(l−
1); 2)v < l/(l − 1).
В первом случае число функционалов, при котором достигается

точность AN−s−l в каждом кубе разбиения, равно AN v(l−1+l/(p(s+l)−l))
(при v = l/(l − 1) предполагается, что N достаточно большое чи-
сло), и, следовательно, точность построенного алгоритма

An−(s+l−γ+1/(p(s+l)−l))/(l−1+l/(p(s+l)−l)).
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Во втором случае число функционалов, при котором достигается
точность вычисления интеграла AN−s−l в каждом кубе разбиения,
равно AN v(l+1−l/(p(s+l)−l)) при v(l − 1 + l/(p(s+ l)− l)) ≥ l и AN l−
при v(l − 1 + l/(p(s + l) − l)) < l. Следовательно, погрешность
адаптивного алгоритма равна

An−(s+l−γ+l/(p(s+l)−1))/(l−1+l/(p(s+l)−l))

при v(l − 1 + l/(p(s+ l)− l)) ≥ l и AN−s/l− при v(l − 1 + l/(p(s+
+l)− l)) < l. Собирая вместе полученные оценки, завершаем дока-
зательство теоремы.
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